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Vorrede. 



L/ie von Tetens im Jahre 1785 heraus- 
gegebene Einleitung zur Berechnung den 
Leibrenten und Anwartschaften hat vor 
den frühem Werken über diesen Gegen- 
stand unstreitig wesentliche Vorzüge, da 
Sie .zuerst diesen TheÜ der Rechenkunst 
in einem weitern Umfange nach richtigen 

Grundsätzen behandelt und mit einer leicht 

< 

fafslichen Bezeichnung der dahin gehörigen 
Gröfsen darstellt* Für den theoretischen 
sowohl als practiscben Gebrauch wird die- 
ses Werk indefsen dadurch sehr unbequem, 
dafs überall die Hauptsätze, zumTheil oh-^ 
ne eigentliche Beweise, vorangeschickt, die 
Beweise < und Erläuterungen aber in den 
Jedem' Kapitel angehängten Zusätzen ange- 
bracht sind, imgleichen dafs manche Sätze, 
die früher allgemein hätten aufgestellt wer- 
den sollen, erst späterhin gelegentlich als 
für einen besonjdern FaU geltend vorgetr^- 



IV Vorrede* 

gen werden. Wenn übrigens Tetens gleich 
von den Verbindungen dreier Personen 
und den dahin gehörigen Renten und An- 

' wartschaften handelt, so vermif&t man bey 
ihm doch . eine allgemeine Anleitung zur 
Berechnung der höhern Verbindungsrenten 
und Anwartschaften. Dafs sonst hin und 
wieder einzelne Unrichtigkeiten vorkom- 
men, muß man um so mehr entschuldi- 
gen, da Tetens manche Materien zuerst wis- 
senschaftlich behandelte. Zum Theil sind 
freilich diese Unvollkommenheiten daraus 
entstanden, dafs' Tetens den^ eigentlichen 
Text seines Werks für Jederniann verständ- 
lich eiririchten wollte; es scheint mir aber 
unmöglich, diesen Theil der angewandten 
Mathematik gründlich vorzutragen, wenn 
man nicht einige Bekanntschaft mit der 

^ . Algebra und den Anfangsgründen der Dif- 
ferential- und Integral - Rechnung voraus- 
setzen will. 

Dies sind die Gründe, welche mich 
bewogen , anstatt - eine zweite Ausgabe 
des Tetensfchen Werks mit ^Zusätzen und 
Anmerkungen Zu veraflstalten, ein neues 
Werk über ßerechnung der Leibrenten und 
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/ 

Anwartschaften auszuärboiten, welches ich 
hiemi^ den Leferij übergebe. Mio Dank- 

. ^ — • ' ■ 

barkeit lege ich dabey das Bekenntnifs\ ab, 
daß ich die Grundsatze gröfstentheils aus 
dem Werke des. verewigten Tetens, der 
auch in der Direction der hiesigen Wittwenkas- 
^ se und Versorgungsanstalt als mathematisches 
Mitglied mein Vorgänger war, zuerst entnom- 
men habe. Da(s indefsen nicht nur die 
Anordnung und Darstellung der von *Te* 
tens behandelten Materien an ZweckipSs- 
sigkeit uhd Klarheit, sondern auch .dip 
Wifsenschaft sonst an Umfang gewonnen 
habe, wird hoffentlich dem aufmerksamen 
Leser nicht entgehen. Als einzelne Bei- 
spiele führe ich hier nur- die Entwickelung 

• der Ausdrücke /"- "" ■ und P — —^ 1 

im ersten Abschnitt, die Darstellung derer 
Leibrenten, Wittwen- und Todten-Kafsen, 
, wo die jedesmaligen Zahlungen durch die 
Beiträge der derzeitigen Interefsenten auf- 
gebracht' werden, im zweiten und dritten 
Abschnitte, so wie die Aufstellung der all- 
gemeinen Formeln für^^die Verbind ungs- 
dßuer, das mittlere Ueberleben, die Wahr- 

schelnlichkeiit des Ueberlebäns, idie' hohem 



VI Vorrede^ 

X 

Verbindungsrenteh, Ueberlebensrenten und^ 
Anwartschaften, samtlich im vierten Ab- 
schnitte, an. Die allgemeinen Formeln für 
das längste Leben und die Rente des LSngst- 
lebenden sind bereits von Tetenis angege- 
ben; ich habe aber dafür, ebenfalls im vier- 
ten Abschnitt, einen rein arithmetischen Be- 
weis geliefert. Den Geschäftsmann glau- 
be ich auf die einzelnen practischen Be- 
merkungen, die über Sterblichkeit und Ster- 
bensordnung, so wie über Leibrenten- Witt- 
wen-' und^ Sterbe-Kafsen hinzugefugt sind, 
aufmerksam machen zu dürfen. 

Herrn Bruneis Berechnung der Le* 
bensrenten und Anwartschaften ^ Lemgo 
182.0 bekam ich erst zu Gesicht als mein 
Werk gröfstentheils vollendet wan ^Auch 
er war zu der Arbeit durch den Wunsch, 
eine leichtere und gedrängtere Darstellung 
dieser Materien zu liefern, bewogen wor- 
den. Sein Werk und das meinige weichen 
indefsen in der Bestimmung beträchtlich « 
von einander ab. Herr Brune hat haupt- 
sächlich dasjenige 9 was unmittelbar die 
practische Rechnung < betrifft, abgehanddc 
und zum Theil-sehr umständlicii erläutert, 
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Vorrede. , VII 

eben daher hat er auch die höhern Verbindungs- 
renten nur kurz berührt und die Rech- 
nungen nach der Hypothese des gleichmäs- 
sigen Absterbens gänzlich übergangen. Ich 
habe mehr nach theoretischer Vollständig- 
keit gestrebt, eben daher die der Rechnung 
zum Grunde liegenden Vorstellungen erör. 
tert, die Rechnungsaufgaben unter jeder 
wahrscheinlichen ModificatioA betrachtet, 
zugleich die . höhern Verbindungsrentgn , 
Ueberlebensrenten und Anwartschaften all- . 
gemein abgehandelt, auch däbey die Rech- 
nung nach der gedachten Hypothese vor- 
getragen, wozu ich die Gründe im zweiten 
Abschnitt §. 48, Anm. I. noch näher an- 
gegeben habe. Aufser, diesen Gründen 
führe ich hier noch an, daß alle Berech- 
nungen von Lebens- und Verbihdungsdau-- 
ern, Lebens- und Verbindungsrenten -etc., 
.wenn für jedes einzelne Jahr der vollstän- 
dige Werth bestimmt werden soll, auf den 
nämlichen Sätzen beruhen, die den Berech- 
nungen nacU der Hypothese vom gleich- 
niäfsigen Absterben zum Grunde liegen, 
indem hiebey der Abgang innerhalb eines^ 
jeden einzelnen Jahrs als , gleichmälsig an- , 
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Vorrede, 



genommen werden mufs. Es scheint ,mir 
daher auch, dafs beide Werke^ das Brunet- 
sch^ und das meinige^ sefar wohl neben 
einander bestehen icönnen, das eine für 
fiofche Geschäftsmanner, welche die Vor- ^ 
Schriften flir die gewöhnlichen Fälle sofbrt 
fertig vorzufinden wünschen, das andre für 
Mathematiker, welche die vollständige The- 
orie übersehen wollen, um Plane zu Ver- 
ßorgungs- Anstalten jeder Art prüfen und 
entwerfen zu können. Ueber einzelne 
Stellen des. Bruneschen Buchs finden sich in 
den Noten des gegenwärtieen Werks Be- 
merkungen . 

' ' ' ■ ■ 

.Auch Morgans neue Ausgabe der zu- ^ 
erst im Jahre 1797 herausgekommenen Doc- 
trine of annuities and afsurances ist unter 
dem Namen the Pfinciples and Doctfine 
ofafmranceSy annuities on lives and con- 
tingent reversiom während meiner Arbeit ' 
im Jajire. I82I herausgekommen. Dies 
Werk, das vielleicht nicht vieten meiner Le- 
ser zu Gesicht kommen möchte, enthält 
zuerst eine kurze Anleitung zur Berech- 
nung der Renten und Anwartschaften. 
Dann folgen, nicht in der natürlichsten 



Vorrede. IX 

Ordnung, 53 einzelne Probleme mit dea 
' Auflösungen für Leser, die der Mathema- ^ J 



tik nicht kundig sind. Weiterhin kommen 
Noten, welche zum Theil die Beweise die-? 
ser Probleme, in einer nicht leicht ver- 
standlichen Bezeichnung, endialten. Endlich 
jsirid dem Werke 2,1 Tabellen, fast alle 
nach der Northamptoner Sterhlichkeitstafel 
berechnet, angehängt. Aber' diese Wifsen- 
Schaft, die zuerst den Engländern, naonLCnt- 
lieh den Arbeiten des Halley, de JMoivre, 
• Simpsoa und Price ihren Ursprung verdankt, 
scheint seitdem bey ihnen nur. geringe 
Fortschritte gemacht zuhaben. Wenigstens 
sind selbst einem Morgan, der bereits im 
Jahre 1779 zum erstenmal sein Werk her- 
ausgab, der naeh 40 Jahren ' die zweite 
Ausgabe bearbeitet hat, und ineinem langen 
Zeitraum Actüary of the society for eqüi- 
table afsurances gewesen ist, die Verbefse- 
rurigen, welche Tetens eingeführt hat, 
gänzlich unbekannt geblieben. * Einzelne 
Bemerkungen über 'Morgan habe ich an 
seinem Orte da angebracht, wo meine Be- 
hauptungen [und die seinigen nicht zusarii- 
menstinimen. 
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Tabellen habe ich diesefti Werke nicht 
hinzugefügt, da sie theils für meinen Zweck 
entbehrlich waren, theils, wenn sie be- 
richtigt und vervollständigt werden sollten, 
mehr Zeit, erforderten, als ich auf diese 
Arbeit zu verwenden hatte. Sollte ein 
Manii, der mehr Muße und ein schärferes 
.Qesicht als ich hat, eine vollständigere 
Sanctmlung von Tabellen, zu dieser Mate- 
rie gehörig, veranstalten wollen, so wür- 
de ich dazu gern nach meinen Kräften be- 
förderlich seyn. 

Uebrigens ist der zweite Theil, der den 
vierten und letzten Abschnitt enthält, völ- 
lig ausgearbeitet, zum Theil schon abge- 
druckt^^ und wird nächstens unfehlbar fol- 
gen. ' . . 

In Ansehung der hin und wieder vor- 
kommenden Druckfehler, die aller ange- 
wandten Mühe ungeachtet nicht zu ver- 
meiden gewesen sind, hoffe ichbey dem 
billigen Leser Entschuldigung zu finden. 

Kopenhagen^ den 20sten Nov. 1822» 
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E i n 1: e i t u n g. 



iiie jede Zahlung^ die einen Geldwerth hat^ kann 
in fo weit fie für fich betrachtet wird, eine KapU 
taliahlung in weiterm Sinne des Worts , und die 
derfelben ^titfprechende Einnahme eine Kapi^lein- 
i^hme genannt werden. 



if. a. 



». 



Eine Kapitaleinnahme wii:'d in fo ^eit eine 
Anmartschaft einelr Perfon genant> als es von einer 
oder mehreren Bedingungen abhängt^ ob die Perfon, 
für welche fie beftimmt ift, diefelbe erhalten werde,.* 
Jnsbefondäre werden hier Anwartschaften genannt ^^ 
Wferden folche Kapitsdeinnahmen, die von dem Le- 
ben oder Tode einer odet* mehrerer Perfpnen abhan* 
gen, wobey es dann den gegebenen Bedingungen nach 
wngewifs feyn kann, ejitweder ob die Zahlung 
überall geleiftet werden foU, oder auch ob fie ei- 
ner beffimmten rerfon zukommt^ 



.2 Einleitung^ v 

Eine solche Auwartschaft einer Person, die Von dem 
Tode einer andern Person abhangt, kann auch abge- 
sehen von dem rechtlidben Ursprung derselben im 
Allgemeinen eine Erbschaft, die erftere Person der 
Xt'bnehmer und die zweite der Erblasser genannt 
werden. 

^ 3- 
Eine jede Einnahme, die einen Geldwerth hat, 

wird, iii so weit sie als Ertrageines fortwährenden 
Grundstocks angesehen wird, auch Rente genannt. 
Insbesondre wird hier unter Rente verstanden wer- 
den eine solche Einnahme von Geldwerth, die wii;der^ 
höhlt in bestimmten gleichen Zwischenräumen ^fäl" 
lig ist» Diejenige. Person, welche die Rente bezieht, 
heifst überhaupt der Reutennehmer, diejenige, wel* 
che s^e bezahlt, wenn eine solche vorhanden, kanii 
der Rentengeber heifsen. 

Je nachdem die Termine, worin die Rente be- 
zahlt wird, ganze, halbe oder Vierteljahre etc* sind, 
heifst die Rente eine jährliche^ halbjährliche, viertel 
^jährliche etc* 

Ferner ist die Rente entweder immerwährend 
odef auf eitle gewissel Zeit beschränkt* Letztere heifst 
im Allgemeinen eine Zeitrente (Annuität) wiewohl 
m^n auch zuweileti hierunter, das Wort in engerm 
Sinne genommen, nur eine unbedingte' aufhörende 
Rente^ versteht. , 

Ist die Einnahme in den verschiedenen Terminen 
gleich, so heifst die Rente eine unveränderliche^ im 
entgegengesetzten Falle aber ' eine veränderliche» 
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Einleitung. 3 

§'4- 

Eihe Leib" oder Lebensrente ist eine Zeitrente^ 
im weitern Sinne des Worts, die von dem Leben 
oder Tode einer oder* mehrerer Personen abhängt^ wo* 
bey wieder die Rente entweder allein von dem Le* 
ben der Person, we^lche dieselbe bezieht ^ oder auch 
von dem Leben** oder Tode einer andern Person ab« 
hangen kann« 

£ine Lebensrente wird« in so weit sie zum Be* 
f ten einer Person von einer andern gestiftet ist^ auch 
Wohl eine P^/i«on genannt, wo dann die erstefre Per- 
son -der Pensionist und die leztere^ der Versorger 
lielfst* 

«. 5- 

Die Berechnung der Anwartschaften, in engerm 
Sinne, beruhet auf der Berechnung der unbedingten 
Kapitalzahlungen, so wie die Berechnung der Le- 
bensrenten auf der Berechnung der unbedingten 
Renten beruhet. Auch wird es sich weiterhin erge- 
ben, dafs die unbedingten Kapitaleinnahmen und 
Renten als Anwartschaften und Leibrenten des Gra- 
des o angesehen werden können. Es wird daher hier 
im ersten Abschnitt von den unbedingten Zahlun- 
gen und Zeitrenten gehandelt werden« 

f 6- 

Eine Rente, welche als Ertrag einer Geldsumme 
angesehen wird und nach einem gewissen Verhältnis- 

_ 

•e zu dem Kapital bestimmt ist, heifst Zinsc;. die 



/■ 
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Geldsumme 9 in so fern sie ab Grund der Zinsen be- 
trachtet* wird| heifst i^uch Kapital im engem Sinne 
des Worts ; das Verhältnifs der in einem Termin zu 
zahlenden Zinse zu dem Kapital ist der Zinsfujs. 

Die Zinsen Können übrigens jährliche^ viertel^ 
jährlichey monatliche etcy 'entweder immerwährend 
oder aufhörend, unveränderlich oder veränderlich 
seyn. 

Ann* Ein jeder Gegenstaadi der zu gffVfissen Zeiten eiHen 
bestin^mten Ertrag tou Geldwerth (iebt| kann im weitern Sinne 
als Kapital und der reii\e Ertrag desselben als Rgnte angesehen 
werden. Zinse ist nur diejenige Reatei die als reiner Ertrag des 
Geldk^pitals betrachtet wird« 

$.7. 

Wenn die Zinsen nus von dem ursprüngli- 
chen Kapital berechnet werden 9 so heifsen sie ein^ 
fache Xinsen. Wird dagegien die Zinse rines Je- 
den Termins zum Kapital gelegt und von dem auf 
diese Weise angewachsenen Kapital die Zinse im 
folgenden Termin berechnet^ so nennt man die Zin- 
•en zufammengefetzte oder auch Zinseszinsin. 

Die' Berechnung der einfachen Zinsen ist hier 
als bekannt vorausgesetzt» 

§. 8. 

Der gegenwartige Werth einer Anwartschaft 
oder einer Rente ist diejenige Geldsumme 9 die mit 
Ihren Zinsen und Zinseszinseu der Anwartschaft 



Einleitung. 

oder der zu zahlenden Rente zu der Zeit, da *^e 
fallig sind) gleich ist« Bey jeder Bestimmung des 
Werths der Anwartschaften *oder Renten mufs also 
der 2insfufs, .von dem die Gröfse der Zinse ab- 
hängt, gegeben seyn, indem ein anderer^ Zinsfufs ei- 
nen andern Werth gibt. . Da übrigens bey der 
Ausm^telung des Werths der Anwachs des Ka* 
pitals durch seine Zinsen zum Maasstabe dient^ sa 
wird hievon zuerst gehandelt werden* 



** 
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' Erster Abschnitt. 

Fort 
unbedingten Zahlungen und Zeitrentcm 



Erstes Kapitel. 

Vom 
Anwachs des Kapitals durch feine, Zinjen. 

§. 9. 

W enn die Zmse^ die von einem Kapital ss l in 
dem als Einheit angenommenen Termin zu entrichten 
ist^ mit u bezeichnet wird , so ist u zugleich iler 
Zinsfufs» Für den Zinsfufs von 4 Procent ist u 
= 0,04, für den Zinsfufs. von 5 Procent u = 
0;05 etc. 

Femer ist dann i «f- ^ « ^^^ Expon'ent für die 
Zunahtne des Kapitals in einem Termin, Der Kür«- 
»€ wegen wird dieser Exponent der Zunahme oder 
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Von unbedingten Zahlungen etc. 7 

r 

i-{-u in Zukunft mit r bezeichnet werden, und es 

- « 

ist also u ='r — !• 



$. IQ. 

Wenn ein Zinsentragende» Kapital s== C und« 
der jährliche Zinsfufs=r-f-I ist, so wird der Werth } 
des Kapitals mit seinen Zinsen am End^ des ersten 
Jahrs =s C, (i -f~^),= Cr, am Ende deszweiten^ 
Jahrs = Cr • r tzr Cr*,, am Ende des dritten zsz 
Cr', so wie überhaupt am Ende des nten Jahrs 
=: Crn.. 

Crn heifst der in n Jahi?en accumulirte Wertk 
des Kapitals, Diesen accumulirten Werth findet 
man also, wenn man das gegebene Kapital mit d^r 
Äten Potenz von i -|- u = r multiplicirt. 

Ex, Man sucht den Werth von 125 Rthlr. mit 
Zinseszinsen an^ Ende des assten Jahrs nach deri;i 
4 Procentfufs, Hier ist m =: 1,04* '=: 2,665836, 

und es wird, also Cr" =i 125. 2,665836 = 33352S8» 

j. II. 

Wenn umgekehrt ein Kapital, ^as am Ende 

des nten Jahrs zahlbar ist, se: K gesetzt wird, und 

der gegenwärtige Werth, d. h. das Kapital, welches 

in n Jahren mit seinem Zinsenanwachse =s: K ist^ C 

benannt wird, so lij^ufs seyn Crn ss K, folglich ist 

' K 
O = rn • 




I 
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IC , 

— ist der . auf n Jahre diseontirte Werth ron R. 

Diesen findet man daher, w«nn maoLdas nach n Jah- 

» 

ren fallige Kapital mit (i -J^u)" oder r** dividirt. 



r 



Ex, Man sucht den nach dem 5 Procentfufs 
discontirten Werth eines an!i Ende des 208ten Jahrs 

zahlbaren Kapitals von 300 RthU Hier ist r° = 
2905*^ s= 2^6532989 und es wird folglich der gesucht 

te diseontirte Werth = =r ii3;064. 

a,653298 

Anm» Fast in allen Handbüchern über die Zinsrechnung 

findet man Tabellen iür r^ und nach den gewöhnlichen 

. jn 

Zinsfüszen» In Tetens Einleitung etc. ist r° für die Zlnsfiisze zu 

3; 5, 4 und 5 Frocent, und für 5, 4, 5 und 6 Frocent bf rech- 

-n ' ■ ' 

r 

net, Ueide bis auf lod Jahre« Ist n auch gröszerals loo^ so kann 
man doch denWei:th Von r" nud mit Hülfe der Tabellen 



finden. Wenn nämlich n Ü^ 100 f ™> so ist r "•"*• r * 

Vn 

y ; man nimmt also aus der Tabelle r'** undmiiltiplicirt dies 
mit den ^leichfals aus der Tabelle genommenen Werthe von r™» 

Wird —— - — gesucht, so hat man 



yioo.fm -.lootni' rioo» j-m 

XX * r r 

-, uud man multiplicirt den Werth von •— niit-~ 
rioo ^m ^ fioo yin^ 

Will man die Logarithmen gebrauchen, so findet man sowoJTl 



. t 
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y 



X ' 



, als , ^ — ,— 



noch auf einem kurzem Wege« 



Wenn zwey Kapitale, jedes = C, zinsbar be- 
legt rfnd, das eine nach dem Zinsfufse r, das andve v 
nach dem Zinsfufse t, so ist nach n Jahreii der ac- * 
fcumulirte Werth des . ersten rc Cm, 4es letzteren 
aber ir Cjn, und wenn r =r mr, so ist Cf n =3 
Cmn rn. Beider Kapitale, accumulirte Wcrthe 
verhalten sich also %m Ende des nten Jahrs wi^ 
Cra : €rn. TOn s= |: 'mn. Dies Verhältnifs an* ^ 
dert sich, so wie n sich ändert, und wenn m > I, 
so wird der Wertti des Jezteren Kapitals gegen den 
Werth des ersten immer gröfser. 

Anm, Pagegen ist es einleuchtend, dasz wenn verschiedene 

Kapitale nach demselben Zinsfusze belegt sind, , die accumulirten 

. oder discontirtenWerthe jeder nämlichen Zeit »ich Verhalten wie 

C 6 * 

die Kapitale selbst, indem Cr'*; ^r° =: C: €, auch*- : — 

= C: C. 



Wenn das Kapital zinsbar belegt ist, so ist der 
Werth der aufgelaufenen Zinsen (interusuriiim) am 
Ende des nten Jahrs gleich dem accumi^lirten Wer- 
the des Kapitals weniger dem ursprünglichen Wer- 



/. 
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the desselben» d. h. der Zinsenbelauf ist =s Cr"— ' 
C = C Cr"— I). 

Dies ist, der Zinsenbelauf ^ so wie er am Ende 
des nten Jahrs angewachsen seyn wird* Suchte man 
den gegenwärtigen Werth dieses Zinsenbelaufs^ so 
müste man denselben auf n Jahre discontiren^ oder' 

.1 

mit multipliciren. Dieser gegenwärtige Werth 

r^ 

' . . C 6" — I) 

des Zinsenbelaufs ist also =: ^ = G 

r» 

I 
(l — ]J), öder auch^ wenn K den in n Jahren 
r 

K 

accumulirten Werth des Kapitals bezeichnet^ = ^ 

[ -- -;^j =:K. j ;:r — ;r; j» <J- h. man findet 

das discontirte, Jnterusurium von n Jahren ^ wenn 
man von dem gegenwärtigen Werthe des Kapitals 
den auf n Jahren discontirten Werth desselben ab- 
zieht. 

Ex. I. r*^ ist nach den 4 Procentfufse für 28 
Jahre == 2,998703, ^folglich m —1=1,998703, und 
das accunmjirte Interusurium für icx) Rthl. wird 
nach dem nämlichen Zinsfufse auf dieselbe Zeit =: 

1^998703- ^00 = I99?8703- 

Ex. 2« Für die nämliche Zeit und nach dem^ 



\ 
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\ 

I 

selben Zinsfufse ist — - trz 0,333477, folglich 1 — • 



n 
r 



n SS i — 0,333477 s= 0,666523. Dies mit loo 

multipliciirt giebt 66,6523, als den gegenwärtigen 
Werth der Zinsen von 100 RthU auf 28 Jahre zu 
4 Procent. 



^ 14* 

Ist der gegenwärtige und accumulirte Werth 
eines Kapitals, imgleichen die Zahl der Jahre gege- 
ben, und wird der'*Zinsfufs gesucht f so hat man (C 
für den 'gegenwärtigen, K für den acciunulirten 
,Werth undn für die Anzahl der Jahre gesetzt) K 

^ K „ -K 

=r Cm, also"^ ss; m, und y- c^= r« 

£x. Es sey C sz 100, K = 200, n ::;=: 15, so 
K 

wird f==!^G"=v^ ^ = 1^0^^.729. 

Suc)it man aus den übrigen Gröften die AnzalU 
dsr Jahrcy so ist wieder R = Cm und c^^^ ^" ' 

awo n. log. r = . log. q = log. K. — log. C, und 

log. K — log. C. 
log.r 
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Ex. Wenn K ss: 300^ C =s 150 und r sr 1,04 

log. K — log,, C. 



itt, so wird n 



log. r 



8,4771313 — 8,1760913 j^ o>30tQ30o _. „ g„ 
0)0170333 0,0170333 ^' 



• '• • 



§. 16. 

Bisher ist nur von jährlichen Zinsen geredet ; soU 
len aber die Zinsen in kurzem Terminen Yrahreud des 
Jahres bezahlt, jedoch fiir das ganze Jahr der nämlich» 
Zinsfufs beibehalten werden, so ist der Exponent der 

Zunahme für ein halbes Jahr =? r«, fiir ein Vier- 

teljahr :ss r?, nnd für den nten Theil des Jahres = 

i . . . t 

m; anth ist die Zmse für ein halbes Jahr =xr' — j. 



für ein Vierteljahr, =r5 — I^ und für n des Jahrs 

=r r'^ — I. Da in diesem Falle die wahrend des 
Jahrs bezahlten Zinsen mit ihren Zinseszinsen z|i- 
sammengenommen wieder die jährliche Zinse r — i 
ausmachen, so müssen die halbjährlichen, viertel- 
jährlichen und * jährlichen Zinsen, so wie sie ebeiji 
angegeben sind, kleiner seyn, als d«r halbe, vierte 
oder nte Theil der jährlichen Zinsen, wenn diese für 
sich allein ohne Zinseszinsen wieder die jährliche 

Zinse ausmachen sollen, d. h, es mufs r° — i <' 

r — I 

seyn. 
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Für r = 1,03 *^* ^* = i>oi4889 ^^^ '*' «= 
1,007417, fiir r srs 1,04 ist r» ^cs 1,019804 und r* 
SS 1,009853^ für r ==: 1,65 ist r? ss 11024695 und 
ri = 1,012272. . 

Anm« Wenn man also am Ende des Jahrs 4 Rtlilr« Zinsen 
zu empfangen hat, fo kann man^nach dem nämlichen Zinsfiisze am 
Bnde des halben Jahrs nicht 2 Rthlr», sondern nur' i, 9804 Rthlr,^ 
verlangen. Eben so hat man fur^das Vierteljahr am Ende dessel-* 
ben nicht 1 Rthlr« sondern nur o,9853 Rthir« zu fordern» Wenn 
man aber diese Zinsen sofort^ach dem Empfange wieder zu dem 
nämlichen Zinsfusze benutzt/ .so hat man 4m Ende des Jahrs an 
Zinsen und ZinAosziasen zusammen 4 Rthlr» 



§. 17. 



äi • 



E«y manehen Geldgeschäften ist ea indessen 
gebräuchlich, die Zinsen fiir ein halbes Jahr gleich 
der Hälfte der jährlichen Zinsen, für ein' Viertel- 
jahr gleich dem vierten Theile der Jahrzinie^ so 
wie {überhaupt, wenn r der Exponent der Zunahme 

ist, die Zinsen för H des Jahrs ss - 



n n 

zu setzen, und es fragt sich ^ daher, .wie viel in die- 
cem Fall eigentlich an Zinsefi bezahlt wird« 

Bey halbjahrlichen Zahlungen wird in ^et AflCt- 

* u ' 
te des Jahrs ^ und eben so viel am Ende d^ Jahr» 
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bezahlt ; dazu kommen a1>er am Ende des Jahrs 
noch die halbjährlichen Zinsen für die in der Mit« 

u u u* 
ledes Jahrs bezahlte Hälfiie mit — •-« ss — • Fol^« 

lieh wird die gesamte Zii^se s=: u »|- — • Für r s=: 

4 
1^04 wird dies = 4,04 Procent^ für den Zinsfufsi 

Von 5 Procent aber =: 5>o625« 

'Bey vierteljährlicher Zahlung sind^ aufserden in 
den vier Quartalen zu erlegenden vier Viertheilen 
der Zinsen, am Ende des Jahrs zu rechnen^ drey 
vierteljährliche Zinsen fiir ein Viertheil^ halb'jährli« 
che Zinsen für das zweyte und vierteljährliche Zin- 
sen fiir das dritte Viertheil. JDie Zahlung wird aU 
■ • 

3UU, 2UU «tu 3u* 
so c=: u 4* — . — -|- • — -| — •— 2= tt + • 

; 4 4 4 4 4 4 8 

Dies giebtfür r = 1,^4 die gesammte jährliche Zin* 

se zu 4,06; für r = 1^05 zu 5^09375 Procent, 

Üeberhaupt wird \ hienach bey n jährlichen 
Zahlungen an Zinsen und Zinsesziusen entrichtet 

— I n — a 

7"'' + ""n" ^+-- +S« 

n . n — I n — I 

«*'+ Van« u« = u + — -^^ u«. Setzt man 

nun, dafs die Zinsen jedön Augenblick bezahlt wer- 

n — I 

dem wo also n =: OO wird, so ist u -4^ T'Z^ 

* » n 



11 (n^ 



Ton unbedingten Zahlungen, ctc; 15 

u. = « +^ ;= 2LiÜiCiLZ:_L> Für .r=, . 

1,04 beträgt dies 4,08 Procent, für r = 1,05 aber 
5,125 Procent. Dies ist »also das Aeusserste, wozu 
die jährlichen Zinsen steigen können^ wenn die Zwi- 
schenzinsen der Zeit proportional 'berechnet wer- 
den, wie klein die Termine auch seyn mögen. 



§. Ig. 

AuTser diesen beiden, in den §. §. i6 und 17 aw- 
gegebenen, in sich consequenten Methoden, giebt e» 
noch zwey gemischte zur Berechnung der Zinsen und 
Zwischenzinsen fi^r die Theile des Jalirs. 

Man kann näfailich i) die Zinsen des Kapitals für 

11 des Jahrs, wie in § 16 geschehen, = rn— -i, diö 
am Ende des Jahrs zu entrichtenden Zinsen dieser 

Zinse für — des Jahrs aber = — . r — i setzen, 
n h 

Därai;s erhält man für das ganze Jahr a^i Zinsen 
^ Cr^ — 1) und an Zwischenziusen 

t n n , ) 

i;i.n — I X n — I 

== -' — (J — I) (m — i) sc . ^ 

an au 

(r ~ I) (rn «.. i)i Beides zusammen gibt die gesanim. 

i '^ i 

le Zinse == n (r» — i) + ""'*'' ("^^ 
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2 n 

Für r s= I9O4 and hey 'halbjährliche« Zah- 
langen wird dies ssz, o>040O04o89 bey vie;:tel]ährli- 
chen Zahlungen = 0504000480« Für r = 1^05 und 
bey halbjährlichen 2Uihliingen ist obiger Ausdruck 
= 0^050007379 bey vierteljährlichen Zahlungen aber 
= C!,o5ooo84o. 

lYenn aber n ss QQ gesetzt wird^ so hat man 



\ 



,n — i.r~i} X r— I 

» + — r^—\ Cr- -o=(i+— -> 

i r > — I r-f- 1 

n (r«— i) Ks (i + — — ) log. nat. n = — — 

log. nat. r. Für r 2= 1,04. ist log.nat r=: 0,039220713 i 

r-f-i 

""■^ =3 i^oaund 1,02« 0,039220713 = 0,040005127; 

folglich wird hienach die Zinse für xeo=:4,oC05I279 

r -f- I 
vrenig grofser als 4. Für r = 1,05 erhält man ~, 

log. nat. r == 1,025. 0,048790164 = 0,050009918. 
Man kann itXdie Zinsen für |' des Jahrs, wie 

T* mmm T 

in Ä. 17,=: setzen» die Zwischenzinsen der Tef- 

n 

min^ aber nach dem $. 16 berechnen, wo also \^ 

' m 

der nte Theil, der - Theile vor Ablauf des Jahrs 



m 



fällig ist, mit- m multiplicirt werden mufs. Hier- 



"N 
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nach erhält man die* Zinsen und Zinseszinsen 

r— 14'n — r n— a u— ,n) 



n 



^1 rn — 1 (r— ly 



r 






rn— 1 n(rn— i) 

Dieser Ausdruck ivird für i^ rst 1,05 und bej 
halbjährlichen Zahlungen =: O9O403959 bey viertel« 
jährjiichen Zahlungen =: O9O40597, für r =: I905 
aber bey halbjährlicher Zahlung =: OyC^Obl'^f und 
bey vierteljährlicher Zahlung = Oj050928« 
Setzt man aber n :rr 00? so wird 
(r— 1)* (r— 1)« - ---. j 

•^ (r — !)• o,oQi6 J_ ^^ 

xnen, so ist ~ == — — o,04C79488« 

log^nat. r 0,0592207x5 ^ x^T^rw 

-r?^ - • j (r— 1)* 0,0025 J^ 

Für r rr 1,05 wird — 



log, nat^r 0,048790164 
0,0510398. , 

Y .Im 2 tl 

Aufserdem köunte man noch- — ^ iz — ab 

n n 

Zinse liir i- des Jahrs, i 4- ~ aU den Exponenten ^ 

des Zuwachses für diesen Zeittheil, und | ^ >" — { 
als den Exponenten für das ganze Jahr ansehen, 
äier wird min jl -| 1 — 1 + n.— + 

n.n-iut M-i^n-.2 u^^ uttd WÖUn n 

B . t * . . 






< 



I 



Ig E r st er Abschnitt, 



u» . ^ u' 



= 00 gwetzt wird, = i ^ u + — + — — v- 

•f* • • Pie9 ist aber, die ZahU die zu dem Logarith- 
men — u im natüHicheu System gehört,- uüd 
wenn e die Grundzahl dieser Logarithmen bezeich- 

^ % 3 
,. ^ I '^ I ^ t ^ f ^ 

»et, sonst I •+• Y — •+• ;: -4- . . — e , 

Folglich wird in diesem Falle der Exponent der 
jährlichen Zunahme ZI e IIZ e ^ und die jährli- 



che Zinse —.6 / — I, 



r — 1 ^ 



Wird r — 1,04 genommen, so ist e ~ 

j[,0408 10767, also die Zinse für i Rthln oder e — ^ 



* p •■■■ ' 1 
= 0^08107. Für r = 1,03 wird e n 

< 

X;05][a9329> und e"""^* — i = 0,(^109329. 

Anm. Wio<aie Zinsen in jedem Falle berecjinet werden «ol- 
l^j hängt von d^n herkömmlichen oder verabredeten Bestimmun- 
gen ab* Nur bemerke ich noch, daf« die im $« 16 und 17 anliege- 
benen beiden Methoden in sich consequent sind, ei^stere wenn di« 
' Zinsen mitZinseizinten am Ende des Jahrs wieder demFundamen- 
taUZinsfufse 'entsp^rechen, letstere wenn beide der 2Seit propor- 
tional seyH sollen« X ' 

r \ 

X>ie im $• x8 angeführten beiden ersten Methoden ainA 
aus geometrischen und arithinetisdhen Verhältnissen fueammen— 
getetjt* J>io erstere derselben würde anwendbar Mtjiif wenmi 
die Zinsen in 'Terminen nacli ^lem Fundamentalsinsfufse bexahlt 
W«r4ea sollten, aber innerhalb des Jalprs^aaeh dem einlach»« 



\ 
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Zinafufse benutst werdon l;i5iuiten. Die zweite Methode kann 
man gebrauchen, wenn die terminlichen Zinsen zwar der Zeit 
proportional sejn, der FundamentalzinsfaÜs aber aonst beibe- 
halten werden soll, wo dann das Kapital hiemach Jbestinunt wer« 

den mufs« Wer z» Beisp. ■■ ~ 100^9875 , d. h. beinahe 

;* 4 

xoiy Rthlr* ausleiht, jder kann ydllig nach dem Zinsfufse von 
4 Frocent halbjährlich 2 Rthlr* Zinse fordern, so ^ wie der, 

welcher z — til ZZ 101,49, oder heinahe loif , Rthlr» ausleiht, 
4 

nach demselben Zinsfu&e vierteljährlich einen Rthlr* Zinse zu 

ibrdern hat* 

* ■ ^ 

Bey der zuletzt im U. 18 angebenen Methode -wird eigenl- 

lieh durch Erhcbutog. von t f " auf die Poteilz des 6ra- 

dea n ein' neuer Zina^fs constituirt« 



Anm. a» Dafs Übrigens n (r — ij, wemm unendlich 
^ofs wird, rz log. nat/r iey, wovon späterhin oft Gebrauch 
gemacht wird, mufs hier,^al8 aus der Lehre von den Logarithmen 
bekannt,« vorausgesetzt werden» 



$. 19, 



Gegen die Zülassigkeit der zusammengesetzten 
Zinsen wirdj» aufser den juridischen Gründen^ die 
hier nicht in Betracht kommen^ eingewandt^ dafs 
die Zinsen nicht immer sofort wieder nutzbar ge» 



Ba 
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macht werden können. Wo Tide und betrHchtliche 
, Geldgeschäfte vorfallenV kann dieser Fall nicht leicht 
eintreten« 'Fände er ihdessen irgendwo Statt, so 
könnte dies doch nur bey den in jedem Termin er- 
liobenen Zinsen und Zinseszinsen während emet 
Theils des nächstfolgenden oder höchstens während 
des ganzen nächstfolgenden Jahrs geschehen. WiQ 
^man nun das Letztere annehmen» so fragt sich» wie 
viel dafür von dem aceumulirten Werthe des Ka« 
ditals^ so wie er vorhin angegeben worden^ abgezo- 
gen werden müsse. Wenn r ss: X 4* ^ gesetzt 
wird» so ist der accumiüirte Wertb des Kapitals am 
£nde des 

Jahrs o rr il 

X r= X 4- tt 

a — I + air-f- u« 

3 = 1 +3^ + 3^* -f u« 

4 = 1 + 4^ + 6u* -f- 4u« -}- u* 

5 ~ I + 5u + lou* -f- lou« + 

\ 



m> SSI TAU *f- — — _ n» 1 . — u* 

+ . • etc.; da der Werth am Ende des mten 
Jahrs = (i -|- u)m ist. - 

Was am Ende des mten Jahrs hinzukömmt^ 
findet man> wenn man den Werth des m -— iteia 
Jahrs von dem Werth des mten abzieht. Hiernack 
ist also der Zuwachs am Ende des 
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N 

Jabr$ I IT tt 

3 zz 11 4- stt« + ü* < s: B 

4 ~ vu -f« 3u* -^ 3u* -f- n^ 

5 =r u -f- 4u* +,6u' -^ 4u^ -f. »* 

Nimmt man nun an^ dafs die Zinsen für den 
am Ende des m — iten Jahrs entstandenen Zuwachs 
im mten Jahrs ganz w^gfallen^ so beträgt dieser 
Verlust för dät 



Jahr 



r, o 

2, tt* 



3, u? + ti« 

^t ti« 4- au' ^^ u4 

5> ^* + 3»' + 3»-» 4- tt» ' i 

Aufe der Natur der aus figurirten Zahlen beste- 
henden Coefficienteh fimtlicher Potenzen von u er- 
giebt. kich, dafs, da did Coefficiehten der Reihen in 
B und C . durch Subtraction zweier auf einander 
fpigendeh Reihen in A entstanden sind, die Coeffi- 
taenten m B und C wieder figurirte Zahlen sind, 
und dafs die Coefficienten bey dem mten Jahr in 
B rfen Coefficienten bey dem m — iten Jahrs in A, 
folglidi die •Coefficienten bey dem mten Jahr in C 
den Coefficienten bey den m ^ aten Jahrs in A 
gmchi also wieder Binomialcoefficie^ten sind. DJi 
nun überdies die Exponenten der Reihe für das 
mte Jalir in fc um die Zahl 2 grSfser sind als die 
Exponenten der gleichvielten Theile derReihe des m— 
2ton . Jahi^ in A, ;so erhellet, dafs die JReihe bey 
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jedem mten Jkhr in C $ey zr u« (i -|- u)» -^ »^ und 
es beträgt daher der vorhin erwähnte Zimenverluft; 

bey dem ^ . , . 

Jahre l, o 

a, u* (i + u)* 

3, u«(l + u)* 

4,u»(i + u)» 

5, u« (i -f- u)* etc. 

m, u» (l -{• u)m — a, 
SoU also der gesammte Zinsenverlust am Ende 
des nten Jahrs gefunden werden^ so müssen diese 
Theile aus den verschiedenen Jahren i^nd ihre Zin* 
sen bis zum Schlüsse, des nten Jahn zusammen ge» 
nommen werden^ und zwar so^ dafs der Vierhist je« 
des mten Jahrs niit rn — m multipUcirt werde. Folg- 
lich erhält man den gesammten^ Verlust oder V ,=: 

5« 
■ 

tt» Ci + »}' 3P + u« Ci + ^J' J^ + *• 

11 — 4 n — än^^n 

(I + u)« r -f...-j.u<(i4-u) .r .• Nma 

ist, wie .oben angenommene r 1= i 4" ^ £»lg;Ucb 
. • n — » n — i . n— 3 n— a 

(i 4- u)« r — r , (i + u)* r — r , 

n — ' 4 n —'3 n — a n — a 

(i -f- u)«. r ::::: r etc., (i + u) . r*»= r 

Es wird also jedes Glied zz u«. m— 3, und da die 

Anzahl dei^ Glieder n n ~ i ist, so ist der ge« 



B — a 



sammte Verlust oder V ZZ {n — i) r . u* odex 

n n*— I n — » 

auch V =^n — i) (r — a r fr ). 

Ex. Für T ZZ 1,04 und h ::::: 50 ist (n — i) 



( 

I 
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* 

»B-an» = 49. 6,5705.^^^ = 0,515137. Wenn 
man .nun. von r»" ^ ^ ' 7,to6689 

abzieht ,V = \ 0,515137 

CO beträgt der Rest oder das Kapital 

mit den übrigen Zinsen 6,591546 

Würde in jedem mten Jahre nur ein aliquoter 
Theil der Zinsen des Zuwachses vom Jahre m *— c 
Terlohren> so ^mülste-man einen eben solchen aliquo- 
ten Theil von V nehmen> um den gesammten Ver* 
lust am Ende des nten Jahrs zu finden. 

Anm. 1« Eben dasselbe Resultat ergiebt sich aneh anf fol-^ 

gendd W,eise/ Auf das Kapital 1 entsteht am Ende des isten 

N Jahrs kein Verlust an Zinsen, am Ende des sten aber ist der Vet" 

Inst hach obigen Voraussetzungen ZT u*, welches am Ende d«s nten 

Jahrs, vom Anfange an gerechnet, mit Zinsen betragt u* r'* "^^'y 

Im Anfange de» aten Jahra kt nun das Kapital angewachsen la 

1 1 w> und folglich ist auf die nXmliche Weise wie vorhin der Vfer- 

lust am Ende des 5ten Jahrs ~ (i t ") ^*» welches mit Zinsen 

am Ende des nten Jahrs von Anfang an beträgt ^ 

3ii"~3 an— "3 
(1 f u; tt . r IT u , r . \ Eben so findet äich der Verlust füt 

jedes Jahr, auf das Ende des nten JahrsWom Anfange an bereck« 

a n— a a n — » 

net,~ii r , folglich für alle n — 1 Jahre n(n—i) u r 

Ai^m/a* HerrCotta.hat in seiner Anweisung zur Waldwerth- 
Berechnung (Dresden, 1819) die sogenannten mittUm Zinsen ein-* 
zuführen versucht, nämlich die einfachen Zinsen nebst dem hal- 
ben Unterschiede der. einfachen und zusammengesetzten, so daft 
das Kapital i in n Jahren wird ZZZ 1 t » (r — i) t 



r" — 1 — n Cr — x> i fr" t «. r -^ > ^ ' « ' . 

' ' . • — . . — 1, wonach z. B» cm 

a a 
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Kapital \ 9U '4 Fro6ent in 5o Jahr^h- anwachsen würde %\x 
^,o5354» £9 ergiebt sich aber ohne weitere £rörterung> dafs 
^it%^ AnniJuAe Joeinen hinlänglichen Grund habe^ 



Wenn ein Kapital solchergestalt angelegt wird» 

dafs Papiere^ d^ im Preise gegen Münze wie i : m 

stehen und die Zin$e u in Münze ^tragen^ sowohl 

für das Kapital als fUr die jedesimaligen Zinsen und 

Zinseszinsen gekauft werden sollen^ so ist die Fra* 

ge, wie dies Kapital in Papier am Ende des nten 

Jahrs angeWadisen seyn werde* 

• 

Das Kapital ZZ. x werde sofort im Anfange det 

isten Jahrs in Papier umgesetzt^ worin man d^u Werth 
r± m erjiält. Am Ende Si(^ isten Jahrs hat man 
nun> aufsc^fdem Werthe ^> nach dem Zinsfufs dia 
Zinse im Münze = u m^ die in Papier umm 
beträgt, folglich den gesammten Werth — m 
(l •'f» um). Beim Ende des 2ten Jahrs kömmt zu 
dem Obligationsstock von m Ci *f* u m)wiedeir des- 
ten Zinse in Papier mit rxk {1 ^^^ xl xa) m ia\y also ist 
der gasammte Stock :i:: m Cl + « ni) (i -f- *^ '^J 
^^ m (i 4" n m)*. Da nun für jedes folgende Jahr 
der Stock mit j «f« u m multlpllcirt werden mufs, 
so wird der gesammte Werth- am Ende des ntönt 
Jahrs ::=:: m (i -f" V vcCy^. Dies wäre also der aC- 
cumtdirte Werth eines durch ein Kapital errichtetem 
Tilgungsstocks unter den angegebenen .Voraussetzung 
gen* Begreiflich wurde eine solche £|erechnung nur 




I 
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zulässig seym m $ofern der Stand der Papiere ge-^ 

gen Münze als unveränderlich ianzusehen wäre. i 

. . Anm. Würde der TilgungsstQck durch eine jährütha Refito 

. errichtet, 8o yraito dessen Werth Wkolx den weiterhin yorkonif»: 

iyienden 3fitzen 9su suchen» 



Zweites Kapital. 

Von 

unveränderlichen Zeitrenten. 



Em Kapital, -das nach dem' zum Grunde liegenden 
Zinsfufs In dem als Einheit angenommenen Ter« 
min die 2in^e i trägt, soll in Zukunft das Grundha* 
pital gekannt und mit p hezeichnet werden. Wen» 
liun u oder r — » i wieder die Zinse von dem Ka- 

pital I ist, so ist p n -— — — ^- undv:(r — i r: 



/" 



' — 9 auch p rr I + -3-.und p + i = pr. Für 

den Zinsfufs von 3 Frocent ist also p = 33^ yon 
4 Prpcent :^ 25 und für 5 Procent im 20. 

Wenn übrigens eine Rentemi immerwahrend 
am Ende des Jahrs (oder des sonst bestimmten Ter* 
mins) bezahlt wird> und^ der Zinsfufs gegeben ist, 
so ist der gegenwärtige Werfb der immerwähren- 
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den Rente gleich dem Grundkapilal nac^h dem ge* 
gel>enen Zinsfufs. 

Anm* Es ist ejnlenclitend, daf« wenn ron dem' Wertito 
einer Rente die Rede ist, der Zinsfufs gegeben seyn miisie, und 
dafs bey einem andern Zinsfufse sich «nch der Werth der Ren- 
te ändere, eben so einleudbtcnd, als dafs ein nnd dasselbe Ka- 
pital in einem Falle 4 und in einem andern 5 Froeent etc* tra- 
igen könner 

SoU eine Rente =^ i während n Jahre jedesmal 
am Ende des Jahrs bezahlt werden^ und wird der 
accumulirte Werth dieser Rente am Ende des nten 
Jahrs gesucht^ so ihufs der Rententhaler jedes Jahrs 
nach seinem accumulirten Werthe auf das Ende des 
Uten Jahrs berechnet ^ und die Summe dieser ac- 
cumulirten Werthe zusammengelegt werden« pa nun 
der Rententhaler^ der am Ende des iten Jahrs faltig 
ist, mit m — i, der^ des aten Jahrs, mit m — a- etc. 
so wie der des nten Jahrs mit rn — n ^ i multi- 
plicirt Virerden mufs, so ist der accumulirte Werth 
der Rente oder W n m— i + rn — a4-,.-4-. 

r + I = TTTT — P C^"* ~ O =P^** — Pi d. h. 
m^ findet den accumulirten yiTerth der Rente, i auf 
n Jahre, wMn man von dem in derselben Zeit accu- 
mulirten Werthe des Grundkajatals den gegenw^är- 
tigen Werth desselben abzieht« ^ 

W|nn die Reihe r -f- r» 4" ^.^ + • •^'+' ^^ 
mit /Vn bezeichnet wird, so ist r + r «^ r* -^f* 



» •. 



\^ 
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4-m-i = iA'*> und W oder IÜJI-1 =^/r». 

Wäre die jährliche Rente CH R, so müfste man 
diese mit dem gefundenen Werthe der Rente i {ur n 
Jifchre multipUciren , vm den accumulirten Werth 
der Rente R för die nämliche Zeit zu findi8n> ,d. h. 
es wäre dieser^ gesuchte Werth ZZ p (m -« l) R» 

' Ex. Man sucht den accumulirten Werth der 
jährlichen Rente zu 140 Rthlr. für a8 Jahre nach dem 
Zhisfufse von 4. Procent. Hier ist p (rn I) ^^ 

25! (2^998703 — O — »5- 1^998703 = 4^67583» 

folglich ist (Ur die nämliche 1 2^it der accumulir^ 
te Werth der Rente zu 140 Rthlr. = X40* 49^967583 
= 69954616. 

Anin« u Der angeführte Sats ergiebt sich sucb schon 
daxaiis^ dafs der gesamAte Werth der jährlichen Rente am En- 
de des nteii Jahrs gleich seyn müsse dem aufgelaufenen Wer- 
the eines Kapitals, das die bestixnmte jährliche Rente giebt^ 
ivenn davon der gegenwärtige Werth des Kapitals wieder abge- 
zogen wird. 

Anm« 2* In einigen Handbilchem über die Zinsrechnung 
findet man Tabellen über die Werthe von — fr ^üiebejdie- 

ser Art Berechnungen ziemlich häufig gebraucht werden« Hat 
man keine Tabellen, so k^n man doch mit Hülfe der Tabelr 

U über die Werthe von r" die Werthe von — f^^ oder 

\^ "^ i) p ziemlich leLdit finden, wenn man nämlich 1 von 

r abzieht, und den Rest entweder mitp multiplicirt,t)der,was 
ge^öl^ilich kiijfzer ist, mit r — i dividirt» 
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den Rente gleich dem Grundkapilal aa<<h dem ge* 

gebenen Zinsfufs« 

Anm» Es ist ejnlenshtend» dafs wenn ron dem' Wertho 
einer Rente die Rede ist, der Zinsfufs gegeben seyn mtisse, und 
dafs bet einem andern Zinsfufse sich «uch der Werth der Rcn- 
te ändere, eben so eiialeuchtcnd, als dafs ein nnd .dasselbe Ka- 
pital in einem Falle 4 und in einem andern SProeent etc« trar 
gen könner 

SoU eine Rente — x während n Jahre jedesmal 
am Ende des Jahrs bezahlt werden/ nnd wird der 
acoumuUrte Werth dieser Rente am Ende des nten 
Jahrs gesucht^ so mufs der Rententhaler jedes Jahre 
nach seinem accumulirten Werthe auf das Ende des 
Uten Jahrs berechnet ^ und die Suxnme dieser ac- 
cumulirten Werthe zusammengelegt werden, pa nun 
der Rententhaler^ der am Ende des iten Jahrs fallig 
ist, mit m — i, der» des aten Jahrs, mit m *- a, etc. 
so wie der des nten Jahrs mit rn — n ^ i multi* 
plicirt Virerden mufs, so ist der aecumi^lirte Werth 
der Rente oder W ZU m — i + rn — a -f- , . :-|- 

** + ^ — T^ — P C^" ~ ^^ ~P^" ~ P' ^' ^ 
m^ findet den accumulirten yiTerth der Rente, i auf 
n Jahre, wMn man von dem in derselben Zeit accu- 
mulirten Werthe des Grundkajatals den gegenwär- 
tigen Werth desselben abzieht« ^ 

W|nn die Reihe r -f- r« + ^* + • •->+ ^^ 
mit /Vn bezeichnet wird, so ist r + r «^ r* -^t- 



» •. 
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+ m-i = iA'*> und W oder ll_l=^/r 



rn — 1 1 



% V 



Ware die jährliche Rente n: R, so müfste man 
diese mit dem gefundenen Werthe der Rente i för n 
Jahre multipUciren , vxa den accumulirten W^rth 
der Rente R för die nämliche Zeit zu findto> ,d« h« 
es wäre dieser ^ gesuchte Werth = p (rn -« x) R* 

Ex. Man sucht den accumulirten Werth der 
jährlichen Rente zu 140 Rthlr. für %% Jahre nach dem 
Ziusfufse von 4 Procent. Hier ist p (rn I) m 

25! (2^998703 — O — 25- 1^998703^ = 4^67583» 

folglich ist (Ur die nämliche 1 2^it der accumulir^ 
te Werih der Rente zu 140 Rthlr. = X4a 49^967583 

= ^54616. 

\ 
Anin« 1» Der angeführte Sats ergiebt sich aucb schon 

daxaiis^ dafs der gesaniAte Werth der jahrllcheA Rente am En- 
de des xiten Jahrs gleich seyn müsse dem aufgelaufenen Wer« 
the eines Kapitals, das die bestimmte jSfhrliche Rente giebt^ 
wenn davon der gegenwärtige Werth des Kapitals wieder abge- 
zogen wird. 

Anm» 2. In einigen Handbüchern über die Zinsrechnung 

findet man Tabellen über die Werthe von — P t , Jiebey die- 

vJ 

ser Art Berechnungen aiemlich häufig gebraucht werden« Hat 
man keine Tabellen» so kann num doch mit Hülfe der Tabelr 

le über die Werthe von r" die Werthe von — /x? oder 

>. •» 

V ^ "^ i) p ziemlich leicht finden, wenn man nämlich 4 von 

n > 
r abzieht, und den Rest entweder mit p multiplicirt, «der, was 

gelVöl^iIich kiirzer ist» mit r — i dividirt» 



so 
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kann nun doch dlet^ Wertlie leicht finden; mfn gieh^ nämlich 
J^ Ton X «b und multiplichrt den Rest mit p oder diTidirt 

denselben auch mit r — i» 

Hat nun Tabellen fiix —f r und tJL, und gebraucht 

einen hohem Werth als in den Tabellen enthalten ist, so kann , 
mto diese höhern Werthe daraus zusanunensetaen, £s ist nSmlich. 
j_ n + m _. J_jn ^ ,« ^ ,« t « ^ . . ^ ,«t«-« 

£be» fo ut /*. — /* + . ■ t " ■r— 

y ruf« •' J*^ «"t» T»-t« 



t-t 



1 r^ 4* 



i:'Tt^ 



f n t m 

r=: r -1 1 i-. r-i- ; foigUch «. b. /^- =: /"-i— 



/ 



Sollte die Rente erst am Ende des mten Jahrs 
zu Uufen anfangen und dann n Jahre fortdau- 
ern, so müfste man 'den haaren Werth einer Rente 
auf n Jahre, da derselbe hier «nt nach m Jälireu 
zahlbar wird,' noch auf m Jahre discontiren, d. h. 
es ist der Werth der Rente i, die nach m Jahren 
anfangt zu laufen und 'dann n Jahre hindurch ge< 



\ 
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- ' > - 

kablt nird, =-?- (i ^ = P i— ~r% 



Sind ddr gegenwartige Werth V der Jahrren- 
te^ der Zinsfufs' r — r und die Zahl der Jahre n 
gegeben» und wird die dazu gehörige jährliche Ren* 
te R gentcj^ty so iit nach dem Vorhergehenden ($• 

^3), V :zr R p (i — — ), woraus man R = 



r^ 



V V 

erhält, ^d. h; die jährlicK 



£u zählende Rente» womit ein Kajpital in . gewissen 

Jahren zugleich verzinset und bezahlt wird» findet 

man» wenn man das Kapital durch den discontirten 

Werth der Rente i auf die nämliche Zeit dividirt. 

Hierbach ist also zu rechnen» wenn An Werth 

»■■*■■ 
gegeben ist» wolur nach einem bestimmten Zinsfnfse 

auf eine gewisse Reihe von Jahren eine Rente gekauft 

werden soll» oder wenn eine bestimmte nach ihrem 

gegenwärtigen Wertete ang^^bene Summe durcjh 

eine Rente in gewissen Jahren bezahlt werden solL 

R begreift biet* sowohl den jährlichen Zinsen- 

belauf U (ur das Kapital als/ den Kapitalabtrag Q» 

folglich ist H = Q + U, und q = R — ü. AI- 

V V V 

•o hat man O rzr ^ — ^ zz ^-^ 

p (I — > ^ V (^ .""») 



r« 



/ , 
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9 d* h. der Abtragf der ftuFser der 2in< 



f/-° 



se jährlich £a entrichten ist^ um in der bestimmten 
Zeit ein baares Kapital zu iza&len^ ergiebt sich^ wenn 
das Kapital durch den acQumulirtep Wefth der B^* 
te I auf die nämliche. Zeit 4ividirt vrird^ 

Setzt man V =r i> so ist H die Rente auf die 
gegebene Zeil^ deren baari^r Wertli ^^ i ist^i folglich 

ist dann R ZI '^--^ — '. ' Und wenn ^R^in hier R _^ 



/ 



r« 



4 -f- u setzte ftd itird q oder der Kapitalabtrag,. Wör 
durch das Kapital i in der Zelt n aufgebracht 

Wird 9 . — ' z::z * ■ « 

Er. Man fragte wie grofs eine .Jahrrente seyn 

^|nus8e> wodurch' in a8 Jkhren nach dem Zinsfufse 
von 4 Procent das Kapital zz loo verzinset und ab- 

V . xoo 

getragen wird. Hier ist —-= -^^^^^^^-^ = 
6^cx>l3 • • Dagegen würde für denselben Fall Q — 

xoo . ..^ 

'49,967683 " «'OOIg . . 

Anm» Diese Art der Schuldentilgung, -wie sie hier ange- 
geben ist, durch eine unveränderliche, Rente, theils zur Ver- 
zinsung theils zum Abtrag des Kapitals, mufs jedoch nicht ver- 
wechselt werden mit einer andern Art der Tilgung» wodurch 
jährlich ein gleicher TJieil des Kapitals jibbeaahlt und, der un- 



( ' 
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benbhtigte Theil der Schuld verzinset wird, Im efsforn Fat'» 
le wird jährlich eine gleiche Summe vom Schuldner gegeben^ 
wovon zuerst der unberichtigte Theil des Kapitals vcrzinsati 
3lach^er aber, soweit es jedesmal geschehen kann, ein Theil 
der Schuld abbezahlt wird» Im zweiten Falle wird, da j<- 

I 

des Jalir ein gleicher Theil des Kapitals abbezahlt und dei* 
restirende Theil verzinset Werden soll, die jährliche Rente hna^ 

m 

uer kl«iner. Von dem letzten Abtragei wird nachher noch g«* 
bandelt werden» (S« $• 38}» 

Wfire ein«m Ende des ntön zahlbarer Werth 
n: Wj imgleichen r' gegeben, und würde die Reute 
R gesucht, die mit ihren Zinsen und Aufzinsen iu 

n Jal^reti den , Werth W giebf, so wird W :=:i p 

w 
(rn ^ I) R (,$' S3) folglicli R = — 



W 



rf 



•m 

n 
r 



S6tzteitian Wm, «o würde. Ä> 



f/ 



n 



V 



r 



Anm« Dies ist gleich dem im $. 25 angegebenen Kapi- 
talabtrag^ welches avch begreiflich ist, da durch den Kapital 
abtrag in n Jahren ebenfalls der Werth dw Kapitals, am Endo 
<lea nten Jahrs aufgebracht seyn soll* 

Ware ein gegenwartiger Werth V$ die jähr- 

C 



34 Erster Abschnicc« 

liehe Rente R und r gegeben, und würde die Zdl 
der Jahre gesucht, worin* der gegebene Werth^aul 
gebracht werden kann, so hat man wieder V s: 

. Ü-, R, also i=R— (r~i)V und r» = 

t — I xk- 

T 

I 

I r 

t ^ tr ~ I) V ^ ^^^' "• ^°S* ' — ^°S* ^ ■" ^<*S 
PV - Cr - 1) V], und n= l°g.R-log. ffl-C^ QV] 



log»r 

Wäre anstatt R der jährliche Abtrag Q gege- 
ben, so hätte man, da R £= Q -f* ('^ — l) V ist; 

log. [Q f R (r — V] — log. Q 
log. r 

Ex. Wenn V = I, R = o,o6 und r ss 1,041 

/ - log. 0,06 — log* coa 

f Wird u 



log. i,o4 
o,778i5i3 — 3 — * o,3oio3oo. f * 
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0,0170333 

Für r = 1,05 . und R = Ojc6 würde n ss 

36^7239. Wäre bey dem nämlichen ZinsfoTse R sS 

P,07r fto hätte man n = 25^6765. 

, Anm« Für die Überschi efsenden Theilo des Jahrs mufs Bi 
Rente, streng genommen, nach U 16 berechnet werden ; indel 
t§n ist oben §• t8 gezeigt worden, dafs der Unterschied nie« 
(rofs ist, w^nn man sdid Rente innerhalb des Jähi's d^er td 
proportional berechnet« . • 1 

Soll die Zahlung nur auf ganze Jahre gehen und R sowoll 
, als r unverändert bleiben, so kann der am Endo des nten Jalij 

' . 'S 

an der aufzubringenden Sutaime noch mangleiide Theil nach seind 
discontirten Werthe von dorn Rentengeber sofort vergütet wer 
den» Es ist z, B, für R ZZZ o>o6 und ir ZIZ i,o5, n Ü 



■ 



\ 






Von unbedingten Zahlungen etc. 35 . 

5^,7239« Soll di^se namliclie Rente nur bis An das Ende dai 
SGsten Jahrs bezahlt werden, so Ist der baare sWerth einer Ren« 
%6 I aiuf 36 Jahre nach dem Zinsfusse von 5 Procent CHX 
t6,54685, welches mit 0,06 multipHclrt, den baaren Werth deu 
Jahrrento von 0,06 auf die nämliche ZeitZZ: 0,99281z ""^ t «-« 
0,007188, giebt* Wenn also di|^6-4etzt^rn O1O07188 sofort .ia 
dem K&pital i abgezogen werden» so ist wn Ende d^s ntSA^Jahrt 
nichts mehr zu erlegen« ; , ' « 

Wenn, gegeben wäre der gegenwartige Werth 
£t: I der Rente^ die jährliche Rente R oder auch 
der Abtrag q und die Zahl der Jahre n, und 
daraus der Zinsfuf» r gesucht werden «oUte, ^o hat 

' . R' ' 
man nach dem vorhergehendem |J# im ss --— r» 

oder auch, wenn q =: R -^ Cr — I) gegeben Utn 

« 

Hieram kanii man r durch l^äherung finden» 
indem man auf der eitien Sefte^ des Gleichheitszei* 
chens die muthmafslichen Gränzen ftir r setzt und 
daraus den Werth auf der' andern Seite deB Gleich» 
heitszeichens berechnet , welche Operation man so 
lange fortsetzt, bis die Werthe auf beiden Seiten 
mit dem erfordedichea Grade der Gehauigheit iu^ 
sa mmens timmen t 

Ca 



/ 

I 



. '/ 



t 

V 
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V 

£z* Ein Kapital ,s=r l soll in 25 Jahren da- 
durch bezahlt werden^ dafs jährlich, aufser den 
ZiuseUf 3 Procent Abttag entrichtet werden , es 
wird gefragt, Speicher Zinsfufs hierbey.zum Grün« 

dtt Hegt. Hier ist nu%r 5= y Ci + j- ) 

Um bey der ersten Annahme von r hinter dem 
Gleichheitszeichen nicht zu sehr zu fehlen, kann -man 
mit Hülfe der Tabellen über die accumulirten Wer- 
the der Jahrre^ten suchen, zwischen welche darin 
angegebene Zinsfüfse r fallt. Z. B. bey 2 Pro- 
cent giebt nach dein Tabellen die Rente x atif 25 
Jahre einen accumulirten Werth von 32^3, bey 2f 
Frocent abef von 34>I5; ersteres giebt mit 0,0^ mul- 
tiplicirt einen Werth von 0,9609, letzeres von 1,0245. 
Da nun die jährliche Rente 0,03 in 25 Jahren nach 
dem Zinsfusze r einen Werth von x haben soll, so 
ist r > 1,02, tmd r < 1,025, der Vermuthung 
nach näher bey 1,025 als bey i,o2. Nimmt man 
hiernach fürs Erste r hinter dem Gleichheitszeichen 

^ ■. ■ . • • .^ 2^ ^ I 0,023. 

2=2 I>023 an > rso ist v" Ci +• — r) 5==^ 

V* I>76666 = 1,023015. Setzt man die,sen letzten 
Werth wieder hinter dem Gleichheitszeichen, so er* 

/ hält man ^ (X + ^^-^) = 1,023036. . Auf 

' o,o3 , . 

diese Weise findet man durch fortgesetzte Oper ation 

die ersten DecimalzifFren für r:=: 1,02311 • • 

, Wenn R gegeben und daraus so wie übrigen» 
tuf der angegebenen Gleichung <j und r 2U 'bestim* 
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mefk\ wärd;^ so ergiebt sich aus der Gleichung m 

RR 

=: , /dafs r zunimmt so wie q .ab» 

R -^ rfi q / ^ 

nimmt und umgekehrt» Wenn also nach dem auf 

der rechten Seite des Gleichheitszeichens angenom« 

menen Werthe'für r, derselbe auf der linken Sd« 

te zu grofs ausfällt, so mufs man* aflif der rechten 

Seite r kleine^ als vorher annehmen 9 damit 



q =r R — r — ^ 1 gröfser werde> utid umgekehrt. 

Anm« .Diese Operation ist müh8am\ indessen, kömmt dia 
Aufgabe nicht oft vor. Wo übrigens der Zinsfufs, wonach der 
jährliche Abtrag i^eleistet werden soll, gegeben ist^ wie dto* 
gewöhnlich geschieht, da kann man anch auf eine andro W^i** 
bestimmen, was eigentlich an Zinsen bezahlt wird, wie im fiol^ 
gendeo §\ gezeigt werden wird« ' \ 



f. 09. 

Bey Anleihen wird zuweilen dem GlatibigeTi 
aufsex^*^ Jier Provision , eine Prämie in Obllga^tio- 
taen zugestanden , so dafs ihm an Kapital meht 
Verzii^set und zurückbezahlt wird als er. gege« 
beri hat, und es wird mitunter für die Prämio 
ganz oder zum Theil ein besonderer ZÜnsfufs fest« 
gesetzt. Auch wird oft ^in- terminlicher Ah» 
trag sowohl auf das wirklich bezahlte Kapital 
als die Prämie, und zwar gewöhnlich nach einem 
niedrigem Zmsfufse als für die Anleihe bestimmt 
ist, bedungen. Wenn nun in diesem Falle gefragt 
wird, wie viel die jährliche Zinse beträgt, so be- 
rechnet man , was an jährlicher Jlente entrichtet 






\ 
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wird^ ämdirt den Betrag mit dem baar empfan« 
genen Kapital^ um die Rente t=z R für das Kapital 
I zu erhalten^ und sucht sodann aus R nach dem 
§, 28t den Exponenten ^, wonach der jährliche Abtrag 
für das Kapital x =: R — 9 -f- i ist. 

Es sey das baat gezahlte Kapital != C^ die 
Prämie srs P, beide sollen nach dfem Zinsfufse r— r 
•in n Jahren verzinset und in Abträgen bezahlt wer- 
den} hiemach wird die jährlich «su zahlende Rentep* 

lumme = (C + P) -= — (§• 25), und für da» 



»Kapital i wird R 



(l + ^^-^-^^U Wür. 



I «^ 



de *der Theil P der Prämie nach dem Zinsfufse r 

und ein anderer Thfeil ^ nach dem Zinsfufse t ver^? 
^ins^t und abjgetragen^ so würe die jährlich äu zah« 

r — I 



lende Reitte sis C« 



-J- P. 



I — 



.n 



^ 



t — 1 



T , und für das . Kapital i, R 



«IT !■■» ■■ »^^ ■■' '— <l I... !■! ■ «IM 



.u 



5- — m.^ Hieraus fin« 



det man den Exponenten der Zunahme oder ^ 
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- • 
R 



)und den Kapitalabtrag, nämlich aixf 

(> + I 

daa baar empfangene Kapital, r 



R + I — p. 



£j5 wird hiebey indessen angenommen, daüs der 
accumulirte Werth des Kapitalabträgs nach demsol« 
ben Exponenten q berechnet werde, wonaeh die Au* 
leihe verzinset wird. Wenn aber die Frage nach 
d^m Zinsfufse eigentlich .dahin gehen sollte zu wis» 
sen, was der Schuldner £ür die Benutzung des frem« 
den Kapitals jährlich entrichtet, und dabey die Wie» 
derbezahlung als'^ein von der Anleihe Verschiedene» 
Geschäft betrachtete wür^e, so könnte es gestattet 
Werden, in der oben angegebenen gesammten ]äht« 
liehen Rente =: 



t— I 



s -^ 



fi 



+ P 



r — X 



t «^ 



+ q) den jährli^ 



r — -4^ 






chen Abtrag auf C nach dem Zinsfufse r mitC 

< 

-ftbzuziehenf wonach sodann an Zinsenbelanf übrig 
bleibt C (r — I) 4. P-Uli- 4- ffi -Lri-, wd« 

T • • 



f — 



1 — • 



.n 



cbes, mit C dividirt, . die Zinse für I Rthlr« giebt 



ap — I 4- 



P r — I 9 t — '1 

I ~ C i 






t« 



Ex. Es Werde eine Anleihe, gemacht «uf 
.60POCXX) Rthlr. An Provision gehen ab 375000 
Rthlr., und es werden also baar ausbezahlt 5,625000 



( \ 
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Hililn« Das Kapital soll mit 5 Procent verzinset und 
in 361 Jahren jedesmal mit i Frocent zurück bezahl 
werden. . Noch werden den Darleihern 2000000 
^ilthlr, an Prämie zugesichert, die mit 6 Prozent ver«' 
zinset und nacK demselbexji Zinsfufse in 36^ Jahreiji 
«abbezahlt werden sollen. 

Hier ist nun das obige C = 5^625000 Rthlr. 
P == 375000 Rthlr.; r ==; 1,05 und (fi + P) 



Ferner ist ^ =s 2000000 Rthlr., f 5=a 



1,06p und ^ 



1 



135976 



495976 Rthl. 



Folglich wird die gesammte jährliche 

Renten - Summe =s 

^Die$e Rentensumme, mit5625000 dividirt, giebt 
an jährlicher Rente für i Rthlr. des baar aus- 
bezahlten Kapitals 0^088179 woraus man den Zins« 
ftifs p i-^ I ±=; 0,08355 i^d den Kapitalabtre^g q für 
da^ Kapital i z=z 0,00462 findet. 

Wollte, man nach der vorher angegebenen 
»weiten Formel rechnen^ so gienge in der jahrli- 
chen Rentensumme von 49597^ j 
ab der Abtrag auf das baar empfan« 
igene Kapital nach dem bedungenen 



Zlnsfufs^ 0>o5, oder C 



T T* i 



1 «^ — 1 
Und es blieben an Zinsen 



mit 56250 

. 439726 Rthlr, 
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^ ^ / ' 

die mit 5625000 Rthlr. divi^rt, für das Kapital i 
eine Zinse gäben von 0,0781 7t Plerbey wäre^dann 
der jähtliche Abtrag flir i RtHlr. gleioH ö,oi. 

Ai;iin, i^ Welche dlefer beiden Methoden man b^y der Be* 
rechnnng wählen solle/ liegt aufs erhalb der rein mathematischea 
Vorschriften» Di© Auflösung der Aufgabe nach der ersten Ma- 
thode ist theoretisch volllyommen bestimmt und giebt nur einen 
einzigen Werth, sie setzt indesseu vorps, dafs der Gläubiger den 
Kapiulabtrag auf dieselbe Weise benutz^, wie er sich die Anleihe 
verzinsen läfst; die Auflösung nach der ordern Methode läistiiii 
Al^emeinen unzählig viele Werthe zu, und es hangt von der Beur« 
theilung der Yerhältiiisse ab, welchen Z^nsfufs man für den Ab-^ 
trag annehmen will* £s wqrde z« B. zur Verzinsung und Ab-^ 
bezahlung eines Kapitals von too Rthlr« eine jährliche Rentjß von 
7 Rthlr, während a& Jahre bezahlt, undinach demZinsfufs, der^ 
dabey zum Grunde liegt « gefragt* SpU nun für 6ie Benutzung 
der Anleihe und den Abtrag der nämliche Zinafufff gelten, s6 
iUt dieser ZU o,o54 ♦ . und der jährliche Abtrag auf lOQ Rthlr* 

also x,6» • Können aber verschiedene Zin^füsse für die Ka* 

pitaly erzin sung und den Abtrag angenommen werben, so Lanii 
man den Exponenten r für die Benutzung des Kapitals willkühr« 
lich^ jedoch kleiner als 1,07, annehmen, wonach der Abtrag so-^ 
dann HI! 1,07 — « r wird, und man kann immer einen Exponen- 
ten t finden, wonach der jähriiche Abtrag in der gegebenen 
Zeit bis zu 100 Rthlr, anwachst. Wenn z, B. r ZZ: 1,05 ist» 
so wird der jährliche Abtrag auf 100 Rthlr. Zir.a Rthlr., und 
t ZZZ i,o*4* Wäre r — ijo45, so Wäre der Abtrag auf 100 • 
Ilthlr« ZXZ 3} und t etwas grösser als i,o23 etc» 

Anm» 2* Indessen ist doch, wenn solchergestalt bey der« 
gleichen Anleihen für die Benutzung der Anleihe und den Ab- 
trag ein gemeinschaftlicher Zinsfnfs gefunden ist , dieser nur so 
lange von beiden Seiten anzunehöien, als es in jeder* Hinsicht 
bey dei* namliehen Bedingungen verbleibt. Würde man z. B, 
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/ 1 

tpäterliin tfarübei; einig, doss die jährlichen Renten bi» cum Ablauf 
4es festgesetzten Abtragstermins stehen bleiben tind dann auf ein- 
mal , mit ihren ^auijgelaufenen Zinsen und Zinseszinsen bezahlt 
«Vf erden sollten, so wäre es zum ofifenbaren Nachtheil des Schuld«» 
• ners , wenn hiebey der ausgemittclte höhere Zinsfuss tum Grun- 
de gelegt werden sollte* Bliebe «♦ B. in dem oben angeführten 
Falle die Rente fdr alle 36^ Jahre bis zum» Ablauf derselben 
stehen uhd sollte ^^nn' nath dem Zinzfusse von o,o8355 be? 
zahlt werden, so betrüge ihr derzeitiger Werth I07o643oo 
Rthlh Hätte "dagegen der Schuldner Gelegenheit anderswo dio 
jährlich zn zahlende Rente, auch selbst zu 6 Procent, aufzu- 
nehmen, unter der Bedii^gung, dass sie mit den aufgelaufenen 
Zinsen am Ende ies oben angegebenen Termins auf einmal wie- 
der bezahlt werden sollte, so würde er dann nur 70417700 
Kthlvw zu entrichten haben* "Wollte man auf der andern Seit» 
>iach Verlaitf einiger Zeit sich darüber vereinigen, den Rück— 
stand der Schuld auf einmal abzutragen, so »würde es nun 
zum Nachtheil des Gläubigers gereichen, wenn die Berech- 
nung nach dem gefundenen höhern Zinsfusse geschehen sollt6. 
• Wären z» B» in dem obigen Falle 16^ Jahre verflossen und noch 
So Jfihre der Rentenzahlung übrig, und würde diese auf einmal 
nach dem ifinsfufse von o,o83'55 bezahlt, so erhielte der Gläu- 
biger dann nijr 4743554 Rthlr. Würde ihm dagegen diese Ren- 
tenzahlung für 20 Jahre auch nur nach dem Zinsfusse von 6 Pro- 
zent angerechnet, so würde er doch 5688784 erhalten (jaben* 

Annu 3» XJeberhaupt inufs ma^ bey diesen zusammengesetzten 
Berehnungen sich vor einer unrichtigen Anwendung der ge- 
gebenen Bestimmungen sorgfältig hüten. Nach dem^ was be- 
reits zur Erläuterung der obigen Aufgabe vorher angeführt 
vrordcn, fuge ich hiei: nur noch ein mit dem in dem $. an- 
geführten verwandtes Beispiel hinzu, um auf einen möglichen " 
Irrthum bey Berechnungen dieser Art aufmerksam zu macheki«. 

£8 leihe jemand 600 Rthlr« die er nach ' dem 4 Froceut* 
fiiss« verzinsen und ina8 Jahren abtragen ^oll. Zugleich ver^ 



L 
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pflichte er sich c^ne Ftämie von 300 Rthlr» in dprselbea 
^eit nach dem 6 Frocentfusse 2U verzinsen und abzutragen* 
Kun beträgt der accumulirte Welrth der 600 Rthlr* ilach dem 
Zinsfusse .von' 4 Frocent am JSnde des sSstcn Jahn 

600 ♦ 2,9987 zrz \ 179Ö, aaj 

der accumulirte Werth der aooRthlr. . , 
nach den 6 Frocentfusse am Ende derselben 
Zeit aber ist ZZi aoo ♦ 6,1116 ZZ^ loia, Sa? ' / 



folglich der accumulirte Werth bei- 
fler Kapitale nzH ' ^21, 54. 

Wollte man nun suchen, iiacli welchem Zinsfusse 600 Rthir» 
in 28 Jahreu zu 2821, 54 anwachsen, ^«o fände mah denselben 
• — o,o568, und den jährlichen .Abfrag auf das Kapital x ^ 
0,91534, wonach der Schuldner folglich jährlich an den Gläu- 
biger 45,284 bezahlen würde« Er soll aber nach den festg^t 
setzten Bedingungen entrichten: 

für 600 Rlhlr. mit Abtrag 6 Procent "ZZ, ' 56 
* für 200 Rthlr. mit Abtrag 7,459 
Frocent ZZZ 14*918 



in allem • 60,918. 

Folglich ist die, obige Berechnung hiei* gar nicht anwendbar.. 
Sie würde voraussetzen, entweder dafs der Gläubiger dem 
Schuldner das Kapital .bis zu Ende des 28sten Jahrs nach dem 
Zinsfusse von o,o568 fiefse und so den accumulirten Werth auf 
\ einmal annähme, oder dafs er ihm die jährliche Rente von 
45,284 bis zu Ende des 28sten Jahrs nach dem. erwähnten Zins- 
fusse anrechnete« Es hat sich aber im gegenwärtigem Falle 
der Gläubiger aufser den Zinsen von zusammen 56 Rthlr* einen 
jShrlichen Abtrag von i4,9i8 bedungen, wovon er 12 Rthlr« nach 
dem Zinsfusse o,o4, und 2,918 nach dem Zinsfusse 0,06 an« 
rechnet, um in 28 Jahren die ;eu zahlenden ßoo Rthlr« zu er*- 
halten. ' ' 



/ 
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* 

Wenn übrigens durchgängig der nämliche ZinsFuCi 
bey den Berechnungen zum Grunde Iiegt> so ist es in 
mathematischer Hinsicht völlig gleicligültig | ob ein 
Kapital, das nach einer gewissen Zeit zu zahlen ist^ 
wirklich zu Ablaiif der l^estimmten Zeit oder durch 
terminliche Abträge oder sofort nach seinem discon<> 
tirteu Werthe befahlt wird, ' Wenn aber die Ver- 
zinsung des Kapitals % uiid dessen Zurückbezahlung 
nach verschiedenen Ziusfufsen geschehen sollen, so 
ist es nicht gleichgültig, ob die Zurückzahlung spä* 
ter oder früher geschieht. Wie nämlich für den 
Schuldner bey der Verzinsung der niedrigere Zins- 
fufs der vortheilhaft^re ist, so ist für ihn bey der Wie- 
derbezahlurg durch Discönt oder jA.bj;rag der höhere 
Zinsfufs zuträglicher^ ^ indem naeh demselben ßin 
kleineres gegenwärtiges Kapital oder geringere Abträ- 
ge erfordert werden, um in einer bestimmten Zeit 
zu einer gegebenen Summe ^^nzu wachsen, al^ nach ei* 
nem niedrigem Zinsfufse# Eine Anleihe wird daher 
für den Schuldner .schwerer, wenn die Zurückzahlung 
durcli Discont oder Abtrag nach einem niedrigem 
Zinsfufse geschehen soll 9 ^als für die Benutzung 
des Kapitals bestimmt ist. Auch wird in diesem 
Falle die Anleihe um so lästiger für den Schuld« 
ner, je frühzeitiger loder je gröfser der Abtrag ist,' 
je früher der discontirte Werth gekürzt oder je 
grösser derjenige Theil des Kapitals- ist^ wofür der 
discontirte Werth sofort abgerechnet wird» Durch 



/ . 
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die folgenden Beispiele wird dies noch deutlicher 
Werden. - 

Ex. I. Wer zu 4. ProCönt 100 Rthlr. leihet, 
die am Ende des aS^^en Jahrs wieder bezahlt wer* 
den sollen^ sich aber den disconiirten Werth nach 
den 4 Procentfufse mit 33^ Rthlr. sofort abziehen 
läfst, bekömmt laur 66f Rthl.jWoför ersS Jahre hindurch 
4 Rthlr« jährlicher Rente zahlen mufis. Würden die 
joo Rthlr. nach dem Zinsfufse von 3 Proceiit sofort 
discontirt^ so müfste der Schuldner sich 4';993 Rthlr» 
kürzen lassen^ behielte also nur 57^07 Rthlr. zur Be« 
nutzung, wovon er gleichwohl izufolge der Verabre- 
dung 4 Rthlr. jährlicher Rente . entrichten müfste. 

Ex. a. Wenn in dem im vorigen §. \ angeführt 
ten Falle überall kein andrer Abtrag entrichtet 
werden sollte als für die Prämie, welcher Abtrag mit 
zur Zinse gehört, sa wäre die jähr^che Rentensum* 
me = 435976 Rthlr. , wonach- die .Zins«/ 7^7506 
Procetit betrüge. 

]N ach der im gedachten §. Angegebenen Serech- 
nung beträgt die Zinse in dem Fall, wenn das baaV 
^pfangene Kapital ^acli dem Zinsfufse zu 5 Pto- 
Cent in 36I jährlichen gleichen Terminen abgetra- 
gen werden soll, '8?355 Procent, ' 

Sollte der Abtrag auf das Kapital so wie vor- 
her ges.chehen^i die Prämie von 2000000 Rthlr. aber 
sofort nach ihrem discontirten Werthe zu 6 Procent 
mit 334984 Rthlr. abgezogen werden^ so blieben 
von dem haaren Kapital nur 5390016 Rthlr. übrig, 

und an jährlicher Rente wären zu entrichten 480000 

I 

. ■ ( - _ ' ♦ ' ' 






/ 
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Rthlr« Dfinach würde die Rente in Procenten =: 
8^905 > wovon 845 Zinse und 0^455 Abtrag wa* 
ren. ' ^ 

Würde gar ftufserdem noch der discontirte 
Werth des dargeliehenen Kapitals der 6000C00 RtUr. 
nach dem 5 Frocentfufse mit loooocx) Rthln aBge- 
, zogen f so blieben an Kapital nur 4390016 Rthlr.» 
au jährlicher Rente aber wären zu b^z^hlen 420CCO 
Rthli:. Dies gäbe die Rente in Procenten zu 9^567 1, 
wovon die Zinse 9>l88^9 der Abtrag aber 0^379 be- 
trüge. 

§• 31« 

\ 

I 

Sollte ein Tilgungsfonds durch eine jährliche istn« 
reranderliche Rente R errichtet werden^ die nach 
einem gegebenen Zinsfufse r -~ i benutzt wurde^ 
40 fände man den accumulirten Werth der Rente 
am £^nde des ^ten Jahrs oder W unmittelbar sauf 

dem 6, 26% es wäre nämlich Wstt^ R. 

r— I 
Wenn, wie ixrt §. ^o angenommen worden, 
^le zu Atifange jedes Jahrs in Münze zu zahlende 
Rente R jedesmal in Papiergeld umgesetzt, auch die 
in Münze fälligen Zinsen des Papiergeldes sofort 
wieder in Papiergeld verwechselt würden, so ware> 
nach § 20, am !Ende des nten Jahrs die Rente des 
ersten Jahrs rr m (l + ^ ^)^ Rj die des aweiten 
Jahrs r=: m (i 4- u m> — 1 R etc., die des letzten 
Jahrs sr: m (1 + u m) R, Folglich wäre der ge- 



\ 



\ 
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•atnmte Werth in Papier am Ende de^ nten Juhrs 
oder W ^ R..m (' t u..)° t^ _(. ^u .) 

,=:.<t ^i ü ttl5 R IL+JL^LZLL. Würde die Ren- 

te aber am Ende jedes Jahr? bezahlt, so wäre der 
Werth derselben in Papier am Ende des nten Jahrs ZU 

u 

120 



Wäre z. B. R :=:: ioooo> r zz 1,05, * m rr 



ZOO 



6 
~ -7 und n =1: 40^ so würde u m — o^oö, i+um — 

l>o6> und der Werth für den zuletzt angegebenen 



0^0^ 



t? li .. \ 10,286718 — r ' ^ , 

rall wäre zz -— loooo — I857i43?6. 

/ 

< I 

Wenn fortwährend am Ende jedes nten Jahr» 

• "'.^ '.• i^'-'* 

c|nje gewisse Summe zr F zu erheben ist, und der 

gegenwärtige Werth dieser Hebung gesucht wird, so 

ist F der accumülirte JBelauf - der Zinsen und Ziu* 

seszinsen eines^ gewissen Kapitals rr C während der 

bestimmten n Jahre 9 und F ZZ Cm _ t; • also 

C= — ^ — F. (Auch ist q r: F (— + — -;- 

r° -i- 1 rn r» n 

/ 

+ ; .) ins unendliche I ebenfalls Zl 



r5n . ^ ^ / 



^ 



F.); 



«" — i 
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Hieraus findet man den Werth eines reinea 
Eltrags^ der jedesmal ain Ende des n^n Jahrs zu 
erheben isl^ einer Ausgabe^ die jedösäial nach einer 
gewissen Reihe von Jahrien vorfallt etc. 

Wäre die erste Zahlung in m Jahren fallig vlxA 
m<r n, so müfste man zu dem auf m Jahre discon« 
tirten Werthe des obigen Kapitals noch den gegen- 
wärtigen Werth der, ersten Zahlung hinzufügen, 
folglich wäre dann der Werth oder C ZZ 

F i^ ! + — ) = LLilLni.. F = 






r" — "IT? 

Sollte nicht das Kapital C selbst^ sondern an- 
statt desselben eine jährlich^ Rente R bezahlt wer- 
den^ die dem Kapital nach dem Zinsfufse r — i 
entspräche^ so wäre für den zuerst angegebenen Fall 

R = (r — C = ■^^^^, F = — ^ — Furden 

Cr — i) r^ "*• °* 

aten Fall aber würde R — -^^ ■ F rz 



n 

V 



r 



t"^ 



F, wo nämlich ~/r° ^er acevunuHr- 



■ 7/ 

le Werth der Rente i auf n Jahre ist» 

Ex. Für r zr 1,04 und n — 30 wird C 

F = -:5 



i,o4'* •*• t ' a 



^TiBSii- ^ = ^44575?. F »«<* 



; 






r:= 
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s 0,0178301 F. Für dehse^bett 
80 wird C S= 0,045351 F und 



66,084939 
Zinsfufs und n : 
R = 0,001814 F« Für den nämlichen Zinsfuts und 
n SS 120 hättQ man C S^ p^ooQiig F und R sr 
0,0003647 F. 

An»* In C^ttaV Entwurf einer Anweisung zmx Waidwerth- 
Serechnung S« 62 etc» findet sich eine Tabelle über die Wer« 



Ihe von < 

jn MM I 

lichit^ ZinBftt&e* 



lur Q von I «n bi» aao und für die gowöhn« 



»» 



1 , 



Soll die jähtfiche Rente i in Terminen inner« 
halb des Jahrs bezahlt werden^ so kömmt e^^ wie 

, tchon in den §• §• 16 bis ig bemerkt worden» darauf 
an> wie die terminlichen Theile der Rente und der 

, Zmsfufs dafür angenommen werden« TDa, übrigens 
in den gedachten ^/ ^. der Belauf der jährlichen Ren» 
te r — I mit ihren Zwischenziusen fun Ende des 
Jahrs bereits gefuitden ist> und hier det Belauf 
der jährliche^i Rente i nlit ihren Zwischenzinsen 
. gesucht wird, welcher sich zu dem erstem verhält 

wie i: r — i, so fii^det man. den Belauf der Ren* 
te I, wenn man überall deti Belauf der Rente r — i; 

I2ut r- multiplicirt* 

Setzt man nun ntstlich fUr jedeti nten 'Th#il 

• D 
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dei Jahr» ii^ach §. i6 die^Hente ^^-^-—^ — -, und di« 



ZwwchenziDsen tür jeden Theil, der -..- des Jährt 

mm K 



n 



vor dem Ablauf defselben fallig ist, =: r — I, «o 
ist die Summe aller Theile mit ihren Zinsen am Ett- 

di das Jahr« = JLIlI (r «* + r « + • • 



1 „ 

^ y7^ r»)=K L-TÜ. -1^^^^ ss: I j die Jahrrente 



r — 1 • t 



r--I 



bleibt hier unverändert, so wie auch der.baare 
Werth einer solchen immerwährenden Jahrrerite n 
P bleibt. , 

; . Setzt man zweitens, wie vorher, die Rente für 



1 
n 



• 1 



— des Jahrs wieder = ^^-^-^ p die Zwischenzinse 

fiir — des Jahrs aber = — . r — i, «o erhält man 
nach §. i8 nmä. i den Belauf der Rententheile mit 
ihren Zinsen am Ende des Jahrs — ^ (n rf* — ^ 



i « 



iüi M «i ^ MV r 

r-0 7 



»" >-• 1 » n t (n — i) (r— x^ -' t _ 
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— ' ~ • 9 und 'wenn n zr 00 ge* 



•n 



. tetzt wird, so ist dieser Werth = Lll.,Jl2«-J^*Li 

.^ r t » p - X 

'~ — Z C^^ » anstatt ; — «.^ so wie p anstatt 

^ ^ n log. nat., r *^ 

j-;^ gesetzt ist); der Werth einer solchen immer- 
währenden Rente nach dem Ziusfiifse t — i aber 
Ware = p. lll^J- i±i ?! ► 

Für ^^ ~ 1,04 wird der Bekuf dieser RenU» 

— l,oe*)l28i7, für r = 1,05 aber = i,eooi983J die 
ba^renWerthe solcher immerwährendenRenten sind er. 
•terer nach dem iährUchen Zinsfofse von 4 Procent ::;= - 
a5>003204, letzerer aber nach, dem Zinsfiffse von 5' 
Procent = 30,003866. . 

Soll drätens die Rente för * de» Jahrs r *, di« 

' Zwischenzinse für ^ des Jahr, aber t= r»""- . 
•ep» «0 hat nian den ^elairf der Rente am End« 

des Jah^ nach §. xg. nnm-a = ^^ — '^*, - , 

, i 

r — « . n Cr° — ») 

— X » °"^ wenn n -i- 00 gesetzt wird, ZS 

tos, J, t -T <" ^* ^*'*^'**' = iog. U, «•• 



1/ 
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» 

•etzt), den baaren Werth einer solchen immerwah* 
renden Rente nach dem Zinsfufse; r — i aber ^ZZ 

* — « 

p p 

Fiir r — 1^04 wird diese jfQirliche Rente ti: 
I>0l98692t für r n 1,05 aber ZZ 1,02479 ; der baare 
Werth einer solchen immerwährenden Rente ist er- 
sterer nach dem Zinsfufse von 4 Procentzr25,49673i69» 
letzterer nach dem Zinsfufse 5 Procent ~ 20,4958* 

Ist viertens die Rente für — des Jahrs wieder zz: — ^ 

n y n9 



die Zwischenzins^ für — des Jahrs aber :iz — • r* — l, ao 

n n 

erhält >man nach $. 17 den Belauf der Rente am £n- 
de des Jahrs = + . — — — ZZ i + 

- fr -^ i)p ^^^ wenn n unendlich wird, = 



a n 



I -f- zzz — T^, den baaren Werth dieser im- 

merwährenden Rente nach dem Zinsfufse r — i 
t — . r t « 

vabcr r: ~— p. 

Diese Rente wird für den Zinsfufs von 4 Pro* 
Cent m 1,02, für 5 Procent aber zi 1,065, so wie 
der baare Werth der immerwährenden Rente erste« 
rer zu 4 Procent ZZ 25,5, letzterer zu 5 Prooi&nt 
•her = 20,5. 

Anm» I* Wenn man unter num* 5 und 4» n Hü 3 «etat» 
•e srhalt mtn den Belauf der jährliclien Rente, das einemal ZZ 



Von unbedingten Zahlungen etc. 53 



"^ .^«^ das andre iiidl.~ i f ^I 



Ersteres giebt lU» 



r ZÜ t,o4 die Rente zu tioogg, • 9 JTüt t ZU i,oS mW bu 
SyOxaSS« Letzteres gieM in ersten Falle t|Oi, im zweiton aber 
XyOiaS« Wenn also jedes halbe Jahr } an Rente bezahlt, der: 
Fundamentalzinsfufs aber beibehalten werden sollte, so hatte» 
£a der jährliche Belauf der halbjährlich mit f zu zahlenden 
Rente nach den 4 Frocentfufse beinahe x,oi, nachdem 5 Pro« 
centfufse aber beinahe i,ot25^ ist, der Rentennehmer für ein» 
solche Rente das erstemal 1 Procent» das andre mal 1} Procent 
«ndir an kapital zu bezahlen als für eine Rente, die jedesmal 
m Ende des Jahrs mit t gehoben n^erden sollte* 

Anm* 3* Uebrigens kabn man die hier angegebenen baa« 
ren Werthe der verschiedenen in augenblicklichen Terminen 
«ahlbaren Renten nicht in dem Sinne Grundkapitale nennen« 
dafs sie nach dem Zinsfbfse r •» x jährlich eine Rente ZZ t 
geben» In diesem S^nne wäre das Grundkapital^ nach $« $« 17 

'3 



, lind 18, fiirNiun» a im gegenwärti|;en f ♦ ~ 



fUrnum^ 



r f 1^ L r 



5 aber ~ - 



^ und für Nunu 4 :zz ...i ■„■ 

(»-')• (rft) (r— 1/ 

Hiervon sind, wenn r ~ t,o4 geseszt Wird, die Werthe fiir num^ 
a rr »4,9967, für num* 5 ZZ. 24,5ia9 und für num« 4 ZZ 
d4,5098» Soll einer von den im gegenwärtigen §. angegebenen 
Kapitalwerthen als Gründkapital an^e^ehen werden, äq kann 

ea nur in so weit geschehen, als ein solches BLapital in JL Theil 



de* Jahrs, wie klein aucfi — gesetzt werden mag, -^ al« 

n u 

künftig 



Zinse trägt, und in diesem Sinne wird Jt ZZ 
alt Grundkapital betrachtet werden» 



log« nat« T 



'» 
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\ 

$. 34« 
Hiemacih Gndet man auch den Wertli «na' 

I 

Jahrrente x, die eine beftimmte Zeit in tugenWck« 
liehen Terminen bezahlt werden soll^ nich dem 
Zinsfufse r — I« Da namlidh die.baaren Wertho 
der Renten^ fiirNdie nämliche Zeit und nach dem« 
selben Zinsfufse berejbhnet, sich verhalten wie die 
Renten selbst» so ist der Werth der in augenblick- 
lichen .Terminen auf z Jahre zu zahlenden Rente. 

l) wenn die Rente für ^ des Jahrs« als ^einen au«^ 

{enbUcklichen Terminen:; '^ uiid die Zwischen* 

m 

zinse für —-des Jahrs ^ r — i gesetast wird| ^ 

"a)' wenn die Rente wieder för a det Jahn xn 
' —f. die ZTnyhenzinze für. — des Jahrs aber ^ 



/^« r — "^ X genormten wirc^ so ist^ n ZZ 00 gesetzt^ 

1**1*1 n' T \ ' 

der gesuchte Werth r: — !-* ^ft ^ —7 
' (r top /» r 

3) wenn "man nach num. 3 im vorhergehenden 
f. die augenblickliche Rente ZT n, und die^ Zvri* 



/ 
t 



Von unbedingten Zahlungen etc. SS 



/ 



y 



ttl 



sehenzinse für ^ des Jahrs =r^ — , I «etzt, •« 
wird der baare, Werth der auf x Jahre «u zahlen- 



den Rente — 



log» nat, t 



(I -4-)= «(« - 



n 



4) wenn nacl| num. 4 im vorhergehenden 4. 
4ie augenblickliche Rente wieder zu*, die Zwischen- 

zinse Für -^ des Jahrs aber zu — • t — X ange- 
nommen wird, so istder gesuchteWertK dieserRente auf 
ae Jahre = r— p Cx *^ ) 211 — — /— r^» 



-► D r i t t e s - K a p i t Ä i. 

veränderlichen Zeitreriteii^ 



§• 35- 
» Eine Zertrete kann nach mancherlei Verhält* 
liifien entweder zunehmen oder abnehmen^ Von 
diesen manchen V^rhältnifsen werden hier nur dieje- 
nigen betrachtet Werden, wo die Renten der nach 
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einander folgenden Jahre entweder einegeometr^che 
oder arithmetische Reihe ausmachen, oder auch nacl^ 
den Potenzen der natürlichen .Zahlen fortgehen, dii 
andre Bestimmungen, wenn gleich deukhar^ docb 
wbx ffiY^hvikh sind. ' 



• I 



s. 36. 

Wenn die Zeitrenten in ^er geometrisehen 
tifihe fortschreitet!^ wenn die Rente des ersten Jahr» 
ZZ X| der Exponent der Reihe = a, der Ziusfufs Z=r— X 
und die Zahl der Jahre =: n ist, so ist die Reihe der 

Jahrrenten =::i«|«a^a^*f- • . + a"*"'f «md 
wenn jede Jahrrente auf den Anfangstermin discon« 
tirt wird, so erhält man den gegenwärtigen ;Wertli 

der Zahlungen oder V = ~ + 4- + -V-+ • 

+ — T^^~\^ + 1"-:^ + 



• • • 



-f- ^ 2. , / 15» «*w hier — der Exponent der 






Reihe ist, %xi hat man V n ~ • 

r 



iL 



'' 



/ 
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■ ■ \ 

Ware n'^ r^ so wird in cUj^^iXi Ausdrucke^ so« 
wolil der Zähler als Neiinör vetneint^ und man k^nn 
den Werth dann' auch ausdrucken durch 

v= -. ■ ' 

r— a 

% 

\ 

Wäre aber a r: i^ «ö erhalte man, anstatt de» 
gesuchten^ Werthes, V ~ f , woraus sich kein be« ^ 
stimmter Werth der Rente ergiebt» In diesem 
Falle findet man aber, da, jedes Glied der Reihe i::; 
I ist, den Werth ' ohne weitere Rechnung "zz n« 

Ex* Es sey a zz i,o6, x = 1,05, n Z= 2Q, so 

ISl V — - ''""^^ . . 1 ~ a^es 35 ^ ^ _. t,ao87 ^ k 

i» 37» 

Sollten die Jahrrenten in einer arithmetischen 
Reihe fortschreiten, .und zwar zuerst nach der Ori^ 
nung der natürlichen Zahlen von i an zunehmen^ , 
so wird, wenn jedes mten Jahrs Rente durch die 
Division' mit rm auf den Anfangstermin discontirt 
Wird,, der Werth, oder die Summe dieser discontir- 

len Henten, welche künftig mit T— — bezeichnet 



w:erden soll, zz 



5 . 4 






-^ Also Ut (r — I) /--ÜL 
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Durch Addition beider Reihen erhält man alto 

Da ferner i ^ T ' ^ ^ ' ; "^ ^ T T"*" «^ 

4. . . 4- --i-^ 3 r (^ + -i- + ?- + * • 
• • yH — »r >p ' • 

V 

4. i-"v r= r /'-^i* «0 könnt« man tueh deii Werth 

von r^ durch P (r f -^ ^ —) amdrucken j 

dies ist jedoch filr die Anwendung weniger bequem, 
da, wenn man den Werth von /**— aus den Ta- 
bellen mmmt, man erst wieder mit r multipliciren 
mufs, wogegen man, wenn many" -^ — ~ aufsucht, 
sofort ohne weitere Rechnung I hinzulegen kann. 
Exi Wenn die Retite mit i aiifangti n = 20, 



/ ■ 



V 
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r rr X,04> also p rr »5 ist^ so hat man f — ~ 

s5(«+/*-Tr— fr) = 25 (I + 13*133939-- 

ao. 0,456387) = «5 (14*133939 *- 9»"774) = 
I25»i549« 

Anm, Es liefse sich d«gr angeführte Sats auch noch anf 
einem anäern Wege herleiten« Man k^nn nämlich jeden ein- 
seinem der n Kententhaler als die Zinsa eine$ Grundkapital» n: 
p ansehen, wovon dem Rentennehmer im Anfange jede» Jahr« 
«ins bezahlt wird und welche Gmndkapitale alle von ihm am 
£ndc des nten Jahrs zurückgegeben werden« Der Werth der 
. |[esuchten Rente ist also gleich dem, Wcrthe der n Grundkapi«* 
tale, wovon eins im Anfangt des ersten, eins im Anfange des^ 
aten, eins im Anfange des Sten Jahrs etc« fällig ist, weniger 
dem Wcrtho. aller Grundkapitale, ai)f n Jahre discontirt, folg-« 

lieh V = F.Xt »h ~t-V t.. "TZIT^ - 

r r* r** •*" « . 

— ^ rzr P (i ^ t I. — — i— ) wioTorbet« - 



§' 38. 

Sollte ferner eine Rente im ersteh Jahre mit 
b anfangen und jedes Jahr bis zum Ablauf des nten. 
nach der Ordnung der natürlichen Zahlen ahneh^ 
men, so setze man der Gleichförmigkeit wegen b -(* X 

~ a und bezeichne diese Rente mit f ■ — | wo 

•/ -.n 

a Unveränderlich > n aber veränderlich ist« Nun ist 



y 
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/ • 

^ tJLr. — rJL y wonach man diese Reihe auf die tm 
vorhergehenden §. angeführte Formel bxingen kamu 



Aufserdem hat man aber auch Qt — * i)J 



I)urch die Addition heider Reihen erhält man also 

Wenn die Rente solangfe fortdanren soll, bi» n — • 
wird, 80 ist das letzte , Glied in d« obigen Formel 

bder^-^~ = p, und für diesen Fall hallman [den 
gesuchten Werth =r pa — pry ~ *>^^> we>m 

t 

man b wieder substitmren wollte,/* — - — = p b 
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Ex. £3 werde bey einer Anleihe^ far einen 
bestimmten Elnscliurs^ eine Prämie von 150 Rthlr« 
solchergestalt bpwiUigt^ dafs sie in den nächsten 35 
Jahren jedesmal mit {^ bezahlt^ und der rückständi- 
ge Theil jährlich mit 2 Procent verzinset werden sol- - 
le I man sucht den Werth der Prämie nach dem Zins« 
fufse zu 4 Procent« Das Kapital der Prämie kahn ab 
eine Annuität angesehen werden^ die in 35 Jahren je» 
desipal mit y/ ^=^ V Kthlr. bezahlt werden «loU, und 
davon ist der Werth nach dem Zinsfufse vod 4 Fro- 

' Da an 2^en das erste mal 35* 

— , — -=135.-., das zweitemal 34* 
7 100 70', 

6 6 

— s das drittemal 33* — etc. bezahlt 

werden sollen^ so ist der baare Werth 
der Zinsen^ ebenfalls zu 4 Proöent be* 

rechnbt,=ip(b-/^^=: ^ 
35 <35 ~ i8;6646) z=z 



eemt 



79^91»' 



70 



35^0044« 



-¥* 



W4?9956j 



Beides zusammen giebt 

als den haaren Werth de;r Prämie« 

Annu U Eine ^nliclie Prämie gab die danische Regierung 

hty einer Anleihe im Jahre xySS* Es ward jedoch dahey bestimmt^ 

dafs die Prämie yon x5o Rthlr« wahrend der 55 Jahre mit einer 

gleichen Rente nach dem a Procehtfufse verzinset und abgetragf 

, wetden sollte« Kun .hat man Aach den^Zinsfufse von a Procent 

« • 

für eine Mise von 24,9986 eine Jahrrente von x Rthlr* auf 55 Jah«> 
X9p und folglich fo^ i5o Rtblr» Kapital eine jährUdie Rente von 



€% 
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6)OOo3 oder beinahe 6 Rthlr auf ^ die nämliche Zeit^ Der baa-^ 
re Wcrth dieser Rente nach dem Zinsfufse tob 4 Frocent~ ist 

aber 6* i8,6646 : : 111,9876 Rthlr^, also etwas weniger 

wUs im Torhergehenden Falle« Ich führe dies an, um sugleich 
auf den Unterscliied der beiden Fälle aufmerksam zu machen, 
jn deren einem jedes Jahr ein gleichef Theil des Kapitals, in 
'dem andern aber jedesmal eine gleiche Rente zur Veriiinsuag 
und cum Abtrag bezahlt wird« 

Anm* 2m Auch den im geg^iwSrtigen $• vorgetnigena 
Satz kann man noch auf eine andria Art darthiu» . Man kann 

Aamlichy wenn die Anzahl der Rententhaler im Anfange « 

ist, diese n Rententhaler als Zi^isen von n Giundkapitalen an- 
sehen, die dem Rentenempfänger im Anfange , des lersien Jahn 
dargeliehen werden, von welchen Grundkapitalen jedoch eins 
am Ende jedes Jahrs zurückbezahlt werden mufs* IXer Werth 

dieser Renten wird daher ÜT n p — p (■^— 4» — - "f ^ , 

r r* 

X — ) ZU P — P /• — . Die hier Angeführt© Formel 
r« "^ r^ 

ist übrigens ein besonderer Ausdruck für die weiterhin Tor-* 
iLonmende Formel für /-: ^ • 



f 39- 

Wenn die Renten der verschiedenen Jahre 

. nach gleichnamigen Potenzen der natürlichen Zahr 

len von i an fortgehen^ d. h. wenn im ersten Jah« 

,re IS im ^weiten aS »n dritten 3* etc. oder im 

'ersen Jahre x'^ im zweiten 2% im dritten 3* etc«i 

überhaupt im ersten Jahre |m^ im zwdten 2™» in 

dritten 3» etc« bezahlt werden soll^ und der gegen* 
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vtüt&gfi Werth dieser Rente mit r-r — bezeichnet 



^m jin ^ ^ .\ ' 301 



+ — . Nun U% (r - 1)/-- ' 

m a» 5™ 4"* , ' rf" 



1» a» S'» Cn— O" »" 



r p* ^r' r^ — X yu 

»Durch Addition beider Reihen erhält man (r — i) 



(1 t i)'^ — ^ ' ^ (^ t 1)™ — 9^°* 



r* 



/-? — ^ + — r-7-> 

Entwickelt man ferner jedes Glied binomisch» 
so hat man 

(i t 1)** — «** "* ^^ ^ _\ m , m >— I 1»— *l 

r 1 r ' I t a y / 

r5 X r* * 1 . a rt 

+ =+ + 

, (n— ifi)»— (n—o*» m (n-t) "«^ , m. ro-?l (n— i )"— »^ 



' I 






% / 
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V 



t+ TTTTT — -; +•«+ TTTTHiT 

— ■ ^ ■■ — »f. , « U« ■ — . 

+ +•• + 

(+ I +•• + 



m.m— »1.111— 3 (n— x;™^^ ^ in>«^f ♦ >i t 



t» 



* 

Danach ergiebt sich also aus der Addition der 

« 

vertlcalen Reihen (r — i) f- 



v ,n 



»^ 






m-— 3 



m . m - » « m r-> y.(H-.0- - . ; 

Da die Potenz vom Grade m^ m -|* x Glieder 
hat> so hat jede der oben «ntwickelteu horizontalen 
Reihen m Glieder» Im mten Gliede wird der Bx- 
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ponent =: m <-- m ss o, folglich die ^uf die 
tetiz erhobene GrSfse sa i, auch wird der Coeffi- 



cienl dieses Gliedes = " ^" 7"' * * ! «— > i* daher 
ist die Summe dieser mten Glieder =s f * 

Die Glieder nach dem mten in jeder der entwickel* 
len horizontalen Reihen haben den Factor iti «— m 
ÄS o> also \ bricht die Formel mit dem mten Glieds 
Cdie beiden aufsersten^ nämlich das erste fs t und 

4as letztes ^, ungerechnet] aK 

Wie leicht indessen diese Formel 2ü fibersehen ist^ 
•ö ivird sie doch bey Substitution dadurch etwas unbe- 

quem^dafsdieStunmenvon — — dtirch. Summen T«ti 

(n >- if 

■a _; , ausgedruckt «ntLi Manltann indeften den 
oBigen Ausdruck leicht in einen «ndem rermM* 
A»In, worin alle Glieder Summen Ton -^ sind. 
E« is« nuniich nach der ang^ebeneii Formet 



/•77iF^K.+v/^-+-?- 



^ . a 



, 4. . — )' Nun Mt aber / — == / r— *• 



E 



\ 
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LJ^_ irr p (1-4 / 1- ^^ 



X • 



— p lltiZl _ ^itl?". Diebeiden letzten ▼«'- 

Heintm GHeder sind zusammengenommen ~Cp^Z} 
fc+J^J-- C-tOll =:/^-ij2:i. Folglich 



m — 1 



•W/~ = p C. + « /-— + 



m • m — 1 



I ■ a 



tu-«) ■ * m— 5 

"r~" + -^ .'.».5 — J -1. — + 



• • 



(nti)' 



+/-- - ^-^J 



Setzt man nun - nach und nach m ZT x^ ni IZ 3| 
tt n 3 etc.) so erhält /man die Summe der discon« 
tirten nach den Potenzen vom Grade i^ 2^ 3 «tc. 
dar naturUchen Zahlen steigenden Renten« 






Es «ey also m = i> so isty^ ^ ~ P Cl 4 

r 

il— )f wie vorher im ^« 37, oder auch y* 






/ r 



r 

1 



/ 
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Für m z;z s erhieltö man nach der zuletzt an« 
gegebenen 'Formel J" " ^ ■ - = p (i ^ ^ /* — ^^ — 

.' > * • ■ ~ » ■ - . 

•*^ y* "^ ■" " ) > ^^ ^^'^^ Substituirung 



/ 



B* 



P(«+3t» + ap* 






3^m 



ä, r 

I 






£z» Cfi sey n H 
25, «o wird /* , 

«5« fi -f-a- 25 + a.6s5-C4 + 4.a6 + i + 75 + 
^1250). 09345563] .— 

4»6597« 

Attch findet m«n durch dia gewöhnliche B« 
recnnung 

'• ^^ 

0.961538- 



8315Ö ■?- 33i45»34oa 






4P>924556» 



3,698234 



folgtich zusammen ex 4,65976s. 

Ann. Tetens fuhrt in leinw A>>I*>tttng «iir ßerechiumf 
8«^ leibrenten etc. Seite ^eine »nd» Formel für/ 



.m 



E t 



t2 Erster Abschnitt. 

J ^ J ^ 1 

^ - '■ ■ ■■ T --•* ■ ■ ■ / ' — — T • t 

BtWi|it dftfUv itt abet siemlich woitlSufig, und die Fomtf aicbf 



Aus den im Yorigen §• RngeföHrten Ausi 

•iftht man, daft die jPormel für Y* ^, wenn maa an* 

ftati der hohetn Potenzen die niedetn und zuletzt 
AUftatt r — ^, p (i — — ) nr p — p — setzt, aus 

swey Thnlen bestehe, einem bejahten und einem 
▼erueinten« Der erste enthält, aufser den Coeffici« 
•nten , kuter Producte von p und dessen PotenzeSf 
und ist Ton n ganz unabhängig. Der Z'vreite enthalt 
Fotenzeu und jProducte von p Und von n» Yiv^ nun 

beW* .^ HZ p — p — der erste Theil oder p zzz 
^ ^ f n 

•^+-— 4'""^ + *»i»» Unendliche, d» b 
glaich dem Werthe von f "^ ins UnendUcho ist 



Von unbedingten Zahlungen ete. S9 

00 ist za erwarten $ dafs auch überhaupt itt den Am. 
drucken ßr die hohem Potenzen oder in f — -— * 



der ^hejahte Theü^ der Ton n unabhängig ist^ dem 



m 



Werlh der unendlichen. Reihe — 4* """^ 



5« 



1^ ^p. gleich sey« Man kann daher auf diesem 

We^ das Gesetz suchen^ wodurch sowohl der bejlJite 



.m 



all verneinte Theil von P •-— bestimmt werden. 



£!• ist namliclt zuerst / . — ins tTnendliGh« » 

.*.««• «Xi r- ■■"* »l- ■■ , ■-* + — ^- — + cv> ins ün»- 
endliche» und wenn man auf beiden Seiten mit r -^ r 

multiplicirt»sowird(r — i) /*— z:::: 



r 



t 



r 






folglieh 






Ferner ist f — ins Unendliche 






+ "f + li +«^ ' •!«» fr - O/^ 



* 



/ 
( 



I 
I 
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\ i 






Ebea so ist f — — ins Unendliclie 



arx + 3 P + a PS nndf^zz — ^^^ — 
^=^ P + 3"P* + » pS 

Noch ist T ~— ms Unendliche ZU — — -** 



I 
/ 
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. a» J_ '* J. Ji- -I- M 



i a' ' 8*, 

3 



V I 



oder (r— l)/-^ i«« Unendliche — 

. 3 . .t3.it I . g ♦ »* t » ♦ » t « . 

,l + -r ;; T r« 

5 . 5«t 3 ♦ Sil. ^^=:x+rJ. +3/— 
+ 3 r J^— =1+7 p + 12 p" + 6 p% WMl 

x5 » t 7 ? t »a pt ♦ 6 p« ^_^ 
ins Unendliclie rr ,_ , — 

P + 7P» + *»P' +6P'». , ' 

. Auf dieselbe Weise läfst «ich der Wertih \tAac 

Reihe Wie — H"-rT — 5"+^^ * 



endliclie finden. 



r «' »' ' 



Sucht man aber'die Summe bis «u «nem !)•• 
' rtlmmten nten Gliede, 80 mufs man von der Swa» 

* 

me der mit — «nheheaden unendlichen R«to 

t 

t J^, die Summe, der unejidlicjien Reihe vom GU«» 
i^ <Jili>l an abziehen, wenach der Reit den Wer* 
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der «ndÜcheu 



von 



bif 



.m 



abzuziehenden Glider tW 
(« t 0™ r (n t a)" . (B t 5> , 



giebt. 



^n t » • r» t a 
Ei ist aber 



r»t3 



(n t O^ 

1 U li — 

^ t 5 



.m « 









<n' 



> 1 

mm X % 



— < 



6 

I« 



/ 



— — n • 



» • z 



I- 

-r 



T • • T ""-) 



i+ 



t « a 



5» 



H'un macben die unter einander stehenden Glieder 
der entwickelten Potenzen wieder under «ich eine 

Reihe von dw Form Cf aus, wo C der ge- 
meinschaftliche iCoefficient ist, und da jede dieser 
Reihen ins Up^ndlicbe fortgeht^ so ist die Sunime 

aller Reihen zusammengenommen r± — (n"y*"~ 



^ 
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Folglich «rlialt aum db gesucbto Smnms der 
•nten n Glieder Tön^/! -^^ • d. h, /•^— r:: 

1 t 






-TT—" V— . + --+/-7'^ 

Hieraus findet man also deü W^rtli nicHt ntu^ 
^fiiT bejahtea') «ondern auch des Terueinten Theib 

der im vorigen j» angegebenen Formel flir J*" 

nni z-war erstem durch p und seine Fojtenzen al* 
lein, letztem aber zugleich durch n und defsenlPo* 
tenzen ausgedruckt. 

£s ist nSmlich zuerstj irie schon vorher ange« 
Ferner i«t /^ == /I^L — JL r« f^ 

' . J - ■, 

+ /r^ = p + p« - -i. Ca p + p + p«). 
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r 



\ - 



Eben «o ist /^ = r^ L Ca»/*-^- 

+ a B /^ + r^y:=z P + 3 P* + » ?• 

"■ "^ [»• P + a tt OP + P*> 4r P + 3 P" + 
ap«]. 



Kocli 



i«/. 






5 



% 

p + 7 p* -Fi2 p« + 6 p* . — ;r L«^* p + 

3 »'(p+PO + S » (P+3P'+ a'P*) + P + 
7 P* + la p* + 6p^l. 

Für die Berechnung ist es jedocii bequemert 

wenn ^an einmal Tabellen fiir f — ^ hat, diesen 

letztem Ausdruck beizubehalten, welches leicht ge* 
schehen katin, wenn man die letzten nicht in n 
V' multiplicirten Glieder des verneinten Theilsin den 
angegebeneti Ausdrücken mit dem bejahten Theil 
zusammenfarst. Auf diese Weise erhält man s« 6. 

/ 4-=Cp+ 7 P« + W P« + 6 ?*) Ci - -~) 



% 






\ - 
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K 

— IT L''* ? + 3 »• Cp + p«) + 3 n (^ + 
3P«+ap»)J = (I + 7 P + » P* + 6 p») 

/"Jr — "^ G' ^ + 3 n* (P + P") + 

3a(P + 3P* + 2p»^, 

Ex. Es sey n == 3> m r: 3 und r = i^j 

aann Ul / ~ = 85,/ ~ = 650,/-^ =33150, 



X 



und I + 7 p + I» P* + 6 p« =: loijfi(hf 

= ^1775091033^ ;r = o^$&99635* Man erhält al* 

«0/-^ = 101426X2,775091033 — o,888996358X 

C27* 25 + 27* 650 + 9* 33150) =^81466, 3831 — 
»8i434»o22a = 32^3609. . 

Au£ die gewöhnliche Weuö findet xnxa 

1 X 0,961538 = 0,961538 

8 X 0,924556 =2 7^396448 

07 X 0,888996 2» . ! 24,002901 

folglicli zusammen 32,360887* 

Anm« Begreiflich ist die Ber6c!bnilta£ mcli der angegelieneii 
Fomel, wenn man die^ Decimalthelle mit einiger Genauigkeit ha* 
bc^n Mril]| mühsam, und so lan|;e n eine kleine Zahl ist, wird man 
mit der gewöhnlichen Rechnung früher fertig. Wäre indelsen n 
. ^bedeutend grp^ier alsm» so würde die letztere Berechnung, dt 
fie in Multip^cationen erfordert, viel weitläufkiger Werden» 
Anmt %0 T«t«na fuhrt dictf^ Fcfmel tnchtn» jedeehftU 






K » 
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% 

«iae vea äet rütkurgphenian veHclil^ne« £• etfieht licli Aet ■ni 
der hier gebrauchten Darstellimg, dafs np Udi^Uch «Ina Wtitait 



, Wenn die Rente In' aHgenblickltchen Terminem 
bezahl^ und dabey die im vorigen §• angegebene 
Bestimmtuig beibehalten werden loll^ dafs die Rente 
liir jede» nte Jahr^ nnd swär vom Anfange debel« 
ben an^ nach Potenzen der natürlichen Zahlen steigt 
ao dals also die Anzahl der Renteneinheiten> die 
in deik verschiedenen Jahren bezahlt werden > Xi 
2^9 310 etc*9 überhaupt im mten' Jahre nm ist, co 
ist die Anzahl der jedes Jahr zu zahlenden Renten* 
thaler so.groüs als im vorigen 4* angegeben worden^ 
und wenn sie nach dem nämlichen Fundamental« 
zinsfufse wie vorher berechnet werden» so verhalt 
eich der discontirte Werth jedes einzelnen im Lau» 
fe des nten Jahrs zu zahlenden Rententhalera <ztt 
dem discontirten Werthe ein^ andern am Ende des* 
selben Jahrs falligen Rententhsders wie 

; ! ♦ - oder wie n i Pß Folglich verhSUt 

log, nau t ♦ » — I '^ ^ , 

sich auch der baare Werth aller in augenblicklichen 
Terminen zahlbaren Renten zusammengenommen 

ff ^^^ 

zu dem haaren Werthe der nämlichen am Ende je^ 
des Jahrs fälligen Renten wie n : p> und ei wird da» 
her der gegenwärtige Werth der in augenblickli« 
chen Termijnen zahlbaren, jährlich liach gleichnaniigen 
Potenzen der naturlichen Zahlen iteigenden^ 
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. ^ 4» - 

Soll alier die ' Rente flicht blofa in attgenblick« 
liphen gleichen Terminen bezahlt werden^ sondern 
zugleich augenbticÜich nach gUichnahmigenPo^enh 
€en der verflofsenen Zeit t steigen, so ist der au- 
genblickliche Theil der jährlichen Rente x s=: dx, 
die Anzahl der Rententhaler^ die in dem xten Zeit-', 
theile gegeben werden sollen^ r= xm ^ also der derzei- 
tige ^Werth der augenblicldichen Zahlung =: zm dx. 



der discontirte Werth derselben Zahlung 



rm 



dx 



9 

r« 



Und der baare Werth sämtlicher Zahlungen bis zu 
Ablauf der Zeh z s= r .^^, 

■ Setzt man nun —^ = q^ also ~— r s= qx , so 

> 

wird '=:qx z]iidx»£sistaberd«(qx«x9)=: 

qa • m x»— t dr -f- xm« qx . d z log. nat. q, folg- 

Ueh qx zm dzss:— ^^ ~r ^ — ^' ' • " und 

log« nat* c^ 

, • q< X«' /• q* X«— »dx, 

/ qz zm dx SS -2- ^ ta f ■ ,■ • 



m 
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WO tXLch r T iss •> — m / 

oder, da L q s= L JL SS — L r, r jfLÜ 

t^.l,s «».1.« 

Man setze nun der Bequemlichk^ weg« 
' c= 7r> so ist / — — - CS 

' — n — ; ferner eben ddh 
— m — } iiQgieichen m • m — i »'y 



m • "in 



— i.in — a«*/* 



K« 



— m • m — ^ I ^* .- — — - eX(u nna 

. ät^ 

— — ^ * 



».m— i.»a»w - — • Endlicli iat 
w ni — I f • , I i n«"y* "^ aar— 



I 

\ 



A • 
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^ I ■ ■ h 



»^ m • m — t • • I • w™tO + C, und da das 
Integral für x =: q verschwindet, so. ist die Con« 

•tante=ni •*m -^i»«i«niQi;2». , ^ 



Also wird das vollständige Integral /*- 



t« 



-J- m • m — I m — » • • I . jrmti>, oder 
- auch ) wenn man. den letzten verneinten Theil 

li mit dem beiahten zasammenfarst . /* -^^ i. —m 

i( m.m — i.,i, «mti^l— — -)—.-—- (xn 9 4. 



m xm 



— 1 <7r* + m • m— I x«ä— « jj« + • • + 



m-« m— i.»a«x n'ta)« 

Ex. Es sey x = 3, m c=: 2> V = 1,04, so ist 
^==25,4967317 . ., JT* — 650,0833265* Der ge- 
genwärtige Werth der Rente ist hienachcs a »• — 

6 n + a «»)] == 35,4967317 [3X650,0833265 — . 
Q>8889964 (9 + I58«98o390 <ir 1305^166653)] ss 

8»24p5. ' ' • . , 



\ 



» 
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WSre wieder r Ss XjOff aber s ss itsnd 
S3 i^ so würde der Werth der Rente ss o* — 

V 

Amo» 1« üoMgentsind dieSummeB te RMteUf f» %i4 
rfo Sn dem gegenwärtigea }•. bettiflunt worden» Ton denen» wd- 
dio »m näclutTorliergehenden f, angegeben aind^ Tenchieden 
Im Törhergehenden U wnrde nimlich yonnsgeeetct» dafs die 'Rtat 
lte> deren Tlieile im angenblickliAen Temiinflpi besaUt frerdeo 
TOm Aniange de« ersten Jalat m nnd wahrend det gansen entei 
Jabra rz x» rom An&nge und wahrend dea gansen aweiten Jih 

~ at™ t eo wie vom Anfange nnd während dea gansen nten Jnbi 

ZZ n™ ^* Im gegenwärtigent»aber ist angenommen^daüs dieRenl 

> 

continnirlich Ton o an bia xn l™ wachset, im sweiten Ja&re to 

Im stetig bis 2 » ao wie überhaupt im nten Jabre toa (n— *i) 

etcftig bia n™ suneWe« Die Summe dieser letzten Renten i 
dal^notbwendxg kleiner als die der erstem» Eben daber aii 

-.xm dx 

, tuchdioWerthevony — -^ — « wenn «ndli x nr l geeei 

wird» doch irexscbxeden, je nachdem m anders angenommen wi 

/xmdx 
I nAcfalt nSmlich Tom Anfiinge des Ja! 

m 

tn nach dem Verhältniise x™ nnd ist daher re^blCltnifsniafsig 
Aniange de« Jahrs um so kleinery je grÖfser m ist* Auch w 
auch der ^gegebenen Formel für x ZZZ 1 und m ZZZ t der We 

der Rentozzw* ~~(«f «*) ^= 0,487x167^ Für JC 

s und m rra würds si^na »• ~ "Y" (« t * »• T * ' 

t 

=Z 0;52368o4 otc» Ifa mteaFsUe btderWfsrtli ^ {j 
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«weiten .^ s, so wie überhaupt für \p^ea WertK von m de! 
Werth der Rente des eisten Jahrs <f \ ist. Dagegen 

— ^, wenn nZH t gesetet wird, inm«! 
^n 

^-^ *T*9 Wie ^uch m angenommen werden inijg[$ dies ergiebt sieK 
> «ach aus der ersten im j« dg angeführten Formel^ die iur n*-— » 

den >Verth yon /*— = — l (1—7^ ) = i— 

** yö r—t IpH t *^ t 

& — — ) = — giebt, , 

r r 



Wenn aber m rr o wird, so Ist /*> . > — ^JL-Jf, 

Nun iit nach dem Vorhergehenden /* 



t \ . 

~ ,, ^ ^^ ^jj^ ^ j^^ Integral für x rr o vetschwm* 
r* I. r ' 

Äet, so ist C rr jp^, ^so das vollständige Integral y*-^^ 

' • - "^ \' 

^* * r* L r ■*" *• «• ' ^ jx * ** ®^ •" 

n\t-^ — - ) ZU -^ — / *— , wie oben auf einem tndem Weg^ 

dargethan worden, Dafselbe erbSli matt auch au» der «ngege* 

benen allgenieinen Formel^ wenn man erwägt« dafs wegen im 

-*- 

/dx 
— -- gehörigen Conrtante dc^ bejahte TBell der tilg»? 



\ 



i 
\ 



I 



'. 



/ « 



s. 



8l ^ Erster Abschnitt. 



x^ ax m 

f»nD«l für /*■■■ __ .'den Werth ~ 9 *— . ^^^ X? n 



•Hoiii»!! Fönnel nicht o »Is Faftor haben kann^ (olglich dlo 

xo dx 

n 

r 

Anm« a. Würden gar kein« Zinsen gerechnet^' und wSr» 
•Uo r ~ it «o gäben alle in den $. $» 36 bis 4a angeführten 
Formeln. keinen beatimmten Wertli für die Summe der Rente» 
Mkn bedarf ihrer aber dann /auch nidit; da diese SuiAmen nach 
leichteren Methoden gefunden werden können» ]Pür die nach 
gleichnamigen Potenzen dci natürlichen Zahlen jährlich atei- 

•fcnden Renten hat man nämlich die bekannte, Formel/ n*^^^^ 
ftÄ t « . m A m . m —r I 



,^ . \m t « 

«(der au<A /; » :i:^-^ i— / ^ ^ + < — 

. •/ m T t ' a •^ 



• f 



. 5 



/^»— * A ^ * ■ ' >^ /n® f — *r^),nnd da k«- 
*i *mti^ *mti 

na ' Zinsen gerechnet werden sollen, ao ist es hier gleichjgiiltigi . 
ob die Renten anf einmal am^iBnde dea Jahrs oder in Tenniaen 
bezahlt werden» Für die Suinme der augenblicklich nach den 
gleichnamigen Potenzen der Zeit steigenden Renten hat maa 

I 

/ni z^ 1 ' 

X d S ZZ —-«.^ woraua ßu Geauclrtt 

, » t • 
•ofert geftudon wird» 

SoUl» eine l^ente nach gUtcTmandgen Pateng^n 
i§r nätürKehtn ZahUn in umgekehrter Ordnung eo 



1 
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4tbnebmen9 Aats tue am Ende des dr&ten-Jahri thk 

4 

(Ji *4-. i)m, am Ende des zweiten Jahn mit (a -a- ä}*» J 
so wiia überhaupt ain Ende .de« nten Jahrs mitf 
(ft — n)ni bezahlt würde, so ist ij^r^; g9genwf^tjäe% 

Werth oder V == <^-=^^ + ^^^=^ ^ - 



4 



• ^ 



(. - 3)A ^ , ,' _^ <«-. -^ °)°^ ^ welche Sumineinlf 



r» - ' v.n 



^ — bezeichnet werden iann« Nun ist a^ 















I 



{ 
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/ 

£li)ityrickelt man aber in jedem Gliede die Potetts^ 
wovon der Abzug gdschehen soll^ binomisdif und 
ByY^LT solchergettah> dafs- mai| anstatt a — *• n setst 

iT «^ n — I "-f- I9 um die entgegengesetzten GrSfs«& 
au vermeiden^ so erhält man: 

%M sss ata 

am » (a ~ i)a ^^ m (a-^i)»— * 



(a — O« — (a — 2)^ „.^ m (a — a)«— '« 



i«MB*- 



• • • 



(a — nfr)« — (a — n)« ^^^ m (a — n)m— t 
Ca — n)» 

m .Bpi — i^a— i)«~a m • • t (a — 1> 



• • 



i«a r x».mr. 

I m.m— .i.(a-i-2)"n— * . m • • I (a-^Ä)* 

I.» t*- I*. .m r* 



m^m — 1 rt-«*n)ffi--? m . . j[ (a — ^n)* 

1:3" TB • I . .m rn 

Ca - n) 



Taft 

Durch Addition der yerticalen Reihen Brhält ttuUQi 



m 
i 



/ rn - ,.a / rn 



r •'• -/is; -- %tr^' Jf'^^^s'^* '^^ 
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(ä - n) 1» '^ ^^ ^ ^ . „ JP^>(a-n)«^--« 

# ■ ' ' ■* •+• am sc — (am ■— — ^ / — :— 






i«a 



^ r-^> «nd r — ^ Ä5 C T ~ ^--T-i A* «. 

— r ^ n» ^ Ca — n)™*** » m ; m — t i» (a — n)«'-HI 

■■■I r*"*^ # ■ N I U I ■ I ■ ' ' ■ ' ^ •*• ■■■ ■ ■* -*"» / ■ ■ ■-■■■■< 



+ --+/4+'^Ä^) 



y« i? + 



m— • 



pa^ 



I 

/ 

len von x an bis^ a beliebig setzen kann« 

TVenn man n bis a fortsetzt, so wird das letzta 

Glied , in dem eingeklammerten Theile oder 

(a ^ n)"* 

7 =5 o, das vorletzte Glied oder f— aber 



5=2 r —5 also kann man für diesen Fall die För* 
mef aueh ausdrucken durch pan ' ?— 



. m — X ^(a — ^)^ "" 



prCm /' + -^^ f 

ffl t ^ % J 

Sollte die -Rente ^ im ersten Jahr«, mit b^ im 



\ 
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'^eitennut b ~ j> im dritten mit |) «7 3 «te* oe- 
safalt wetaen bis sie auf o abnimmti so kann man in 
der angegebenen Formel anstatt a setsan b ^ i» 
imd m^n arhiQt dann den Wertb der $umm« ss 

~- » . a •/ ^ ytt ~ 

n bis 211 b «f* t Zttnmmt, Sonst konnte man dis 
Formel fiir diesen letzten Fall auch noch anden 
ansdruckent Es ist namUcb der gegenwärtige TVerth 

der Rente des ei^n Jahrs s= < — 1 und der Rentoi 

r . 

der übrigen Jahre zusammengenommen^ da sie lun 
I Jahre später zahlbar ^werden, als wenn die Röa* 
le gleich im ersten Jahre mit b «— i bezahlt wiu> 

de, =-L pfb» - r Cm/ ^'"''^""'' 

\ ,* j ,• *" ' y »a^ 

f '^))9 folglich wird ^r gesammte Wertli c= 



V » 



I I 
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\ tot /in -I ^ (b -n^^ -a ^ /— ^4. 



/>' 



pbm 



C»/ 



(!,_„)«-» 






~ I 



-J- /*>-r-), WO n bis aü b wächst. 

Ex.. Wenn die Rente init b anfangt, auch bi* 

/ IL 

/O Äbniähmen soll, und m Hl ist, so erhält man nach 
der ersten der zuletzt ahgefübrteu zwey Formeln 

J a i ** r* t > ♦ 



r 

tc^ giefst ' unmittelbar J* r -" ' ■— '^ : 



'). Die zwei- 



p (b — / —3, iibereinstirfimend mit dem «che» 

r ' 

im §, 38 angegebenen Werthe. 



4. 44. *- 

Wenn eine Rente, so wie sie im Vorigen §* an- 

-gegeben ist, nicht am Ende jedes Jahn^ sondern i^ 

angidi^oUichen Terminen während desselben be» 

^dsit werden sollte, so veriüidte^icb ihr baarer Werth, 

d«i d2» Zwischemrfnsen abgerechnet, jedes Jahr die 



1 
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S» aamlichen Zahlungen wie vorher ssu levten vra« 
wtn, zu dem Werthe der vorhio angegebenen Ren« 
tm, Tfie n »^9 folglich wäre dieser Werth r= 

-— J r- :p: n am — ät (m / ^ 

p rn »^ r» 

m^m^>«-n)m-.^ - 

• I . a V rö • «^ 

+ (^^ ' 



I« 



J« 44* "• . 

Sollten iiber die Renten nicht nur in augem 
Uicklichen Terminen bezahlt werden > sondern zu- 

^^leich in diesen augenblicklichen Terminen nach 
gleichnamigen Potenzen von a — Xj wo x di^ ab- 

* gelaufene Zeit bezeichnet ^ stetig abn^hmen^ so daCi 
4ie Rente, im ersten Augenblick = am^ am Elnde 
des ersten Jahrs c=: (a — i)ni ^ am Ende des zwei« 
4en Jahrs ss: (a '^^ 2)^f'Bo wie überhaupt am £n* 
de des nten Jahrs := (a «*» n)ni ware^ 8o ist der 

baare Werth dieser Rente 0= f ^ ^ ^ Maa 

tetze a — x SS Zy so wird d x s= -p- dz und nc 

ssw-r» J» -^"1 foIgUchy ^ --SS 

/zvdz rs ^ * -^ 

■ ^ *- 9 eder wenn nuui r ss;-^ s^tet. 
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« 

^: Ä-^q«y . Nun wt 

t^o. ^.* ' ^ ^* — ^,— - SS — . 9r> folglich wird iu 

log. lULt« ^ i ^ t ^ i 

Integral -*• <1* J » nach J. 4a vorher, ss 

i 

— -i — (zm IT «^ m zm— t ir^ 4« m • m — • K 



# . . r» 

Hh C =5 — * "^ (zm ^ — m z«— t irs «^ 



m ^ in — I z»— a n^ — •*• ^••"h'ni'.m— -r 
• • I • jr» 1 1 ) + G. Da femer das Integral = 
wird, wenn z s=: o> folglich z =: a ist, so wird 

< 

der vollständige Werth =: — . (am sr — ' m am— t «a 



""■■ ' , r« 

m «01— z «•z«7cint<) ■— ^ — (zm ^ 

ra 



1 / 





— m zm— t nd »f* m • m «» j zm— a t^S .-.,, JL'; 

+ m • m — I . . I . armf.i). 

Wird aber x 5:r a gesetzt, so wirdzsrr p, und 
für diesen Fall ist. der Werth des Integral« S9 

a« » — m am— I ^a» -f> m • m ^^ I am*-» f^S -*. 

,+ t* + m%tti-i,.t^.li agmtf T" 
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Erstes Abschnitt« 



•» — I • • I «»t» 

r— wer auch *ss «m |k .i«. 



ra 



sr^ •)• m • m «^ 1 tia-^a-jiS .^ 9 « -|« « » -^ 



m • m ~ I • • K nnfs (r — — ) wo der letzt« 

Thml bejaht wird^ wenn m eine grade Z^fal ail» 
•ontt aber vemmnt ist» 

Wate also z» !ß« m ss x^ lo hätte man 

r finf ?ii SS « IT — n» (I - -)• SoDte m 

•/ r* ' r*/ ■ 

(a-^x)« fix 

er a «eyn, «o* wärej ^ ss a« « ~ 

ra 

Anm« UeBrigens mudi ich hier tiochmals dl» Bemerkuiig 
wiaderhohleif , dafs diese Rente, die jeden Angenblick nach gleich« 



suunigen Potenzen ron a — * x aboimiiil^ mit der im §» 43 erwähn- 
ten Rente, 'die jährlich i^ach den Potenzen von a — n abnimmt 
wo für n nur ganze Zahlen gesetzt werden^ dürfet, nicht zu ver- 
wechseln sey, wenn auch diese letzte Rente so wie nach f » 44,/ 

« 

in augenblicklichen Terminen bezahlt werden sollte* 
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y . 



Von 
RektmyUnä Anwartschaften, He vpn einer einMigim 

Person Lehen 4thhangen. 



Erste s Kapitel 

» Von 
der Ster^eTisordnung und den Mortalitau^TabelUn^ 



$. 45« a. ' 

V V enn €1110 Rente entweder während des Lebeni 
einer bestimmteii Person od^ auch von ihrem Tot 
de a)i besjahlt werden coU^ imgjeichen wenn ein# 
gewifse Simime bey dem Tode einer bestirnten Per« 
son zur Zahltmg^ verfallt^ so kömmt es daraufhin zu 
wilsejüy wie lange diese Pen^on der Wahrscheinlich« 
keit naoh leben werde. Dies efgiebt ^% Steriens^ 
ordnungr d» i. die Re^d^ wonach eine Ancahl gleich 
alter Fearsonen •ucceCsiv abstirbt t und $• nadidie- 



N . 
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fer Regel verfafste MortalitäU - Tabelle. Solciie 
Mortalitäts - Tabellen gründen sich mdefsen auf die 
gesammelten Errfahrungen^ und kennen daher auch 
nur einigerm^alsen zuverläfsig seyn> wenn die Er- 
fahrungen fiber eihe' grofse Anzahl Ton Fersonen^ 
in nicht zu entfernten Ländern und nicht zu lange 
verflofsener Zeii^' kurz unter Umständen angestellt 
sind> welche denen^ w'orAuf die Jlesultate der Er- 
fahrungen angewandt werdei\ sollen^ so viel möglich 
gl^ch sind» 

' i* 45" ^* 

Für die brauchbarsten Mortali^äts-Tabdlen ta 
dem gegenwärtigen Zwecke halte ichs 

l) Die Säfsmüch'Baumannsche p welche zu« 
erst Süftmilch aus vielen Erfahrungen zusammen« 
gesetziy und nach ihm Baumann in der neuen Aus- 
gabe des ^Siifsmilphschen Werks üker die gottliche 
Ordnung in den Veränderungen de$ menschlichen 
Geschlechts u. s. w. berichtigt hat. Diese Tabellen 
sind für Deutschland und das mittlere Europa^ wenn 
'es nämlich auf die Sterblichkeit der VolksmaCse im 
Ganzen ankommt ^ die brauchbarsten. 

a) Die von P. IVof gentin aufgestellte Mortali- 
fäts«Tabelle, die nach den über Schweden gesam« 
melten Erfahrungen verfertigt ist. Diese Tafel i 
wonach das Absterben im Ganzen genommen weit 
langsatner geschieht als nach der SiifsmilcIiseheQi 
ist hauptsächUcb im nördlichen Europa^ eben&Us ia 
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i 

Ansehung der Sterblichkeit der. gesaxnmten BevSl* 
keruiig^ anwendbar. "* 

3) ' Die Sterbensordnung ddr Rejitenirtr, die 
suetst Ton Diparcieux verfafst und nachher von 
Florencourt yerbefseri ist«. Danach ist die Sterb«^ 
lichkeit bis etwa zum44«ten Jahre etwas gröfser alt 
sia^h der Wargentinsthen Tabelle^ von diesem Zeit- 
punkt^ an aber beträchtlich geringer. Sie kann bey 
ausgesuchten Gesellschaften solcher Personen^ die frey 
von Anstrengungen und in einem gewifsen Wohl* 
ftande leben» gebraucht werden. 

Die übrigen Mortalitäts-Tabellen sind grSis* 
tantheik nach den über einzelne Läiider, die ihre 
besondre Localität haben» gesammelten Brfahrungen 
verfertigt, und aufserdem wenig anwendbar. 

Koch erwähne ich hier der Hypothese des 
gleichmä/sigen Absterbens, wonach der Abgang für 
alle Lebensjahre gleich angenommen wii^d. Sie 
ward, zuerst von de Moivre gebraticht» der dabey 
Zugloch das göste Jahr als das höchste Lebensziel 
annahm. Diese Hypothese stimmt im Allgemeinen 
mit den bisherigen Erfahrungen wenig überein» in* 
defsen kann sie doch unter Modificationen» welche 
weiter unten werden angeführt werden, zur Auffin- 
dung von Näherungswerthen gebraucht werden« 

Die angefahrten Tabellen finden sich unter an- 
dern auch in Tetens Einleitung etc. und Bruneis 
Berechnung der Lebensrenten, Die Einrichtung 
derselben ist leicht zu übersehen. Es ist darin ge^ 
wohttU<;bf auTier der Anzahl von Personen^ die^ von 



\ 
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dtst Fu&dflniental-AnteU im Anfange jedes Liebens« 
Jahrs noch übrig sind^ auch der Abgang "Jedes Jftbrs 
oder das Decrementyan^egeheUm Dieser Abgang er- 
" folgt begreiflich succefsiv während des ganzen Jahrs» 
worauf bey der Berechnung Rücksicht au nehmeu 

JStt ' , 

In dei* Wargentinschen und Florencourtscfaen 
Tabelle ist die Fundamentalzahl fiir das Alter o ss 
Iöooo> in der Süfsmilchschen Tafel, aber nur = looo» 
Für die Genauigkeit der Rechnung kann letztere» frei* 
lieh hinreichen>da die einzelnenErfabrungen nicht ein- 
mal bis dahin mit den Tabellen zusaxnmenstimmehf 
indefsen entstehen hiedurch in den . 2iahlen * des 
Jährlichen Abgangs^ den Lebensdauern und den Ren* 
. ten Sprünge^ welche biUig vermieden werden solltoi* 
In der Süfsmilchschen Tabelle ist die Zahl der 
liebehden bey dem Jahre 96 und in den beid^ii an- 
dern Tabell.e;i bey dem Jalire 97 = ö^ welche Jah« 
, re also' ab das höchste Lebensauel . angenommen sind» 
Freilich erreichen Einzelne ein höheres Alter; d&s 
kömmt aber bey der in den Tabellen angegebenen 
Anzahl nitht in Betracht* ^ 

' Ansiy Von sonstigen Sterbliclikeits-Tabellen^ndet man Hk 
Tetens Einleitw^ gtcu die Bauhtannsche von dier Churmi^jth, dis 
JUrsehooihsche über Holland und fFestfrinsiandf die Loiujotmt nack 
Simpfpn 9 die Northamptamr nach J'rice 9 dlo Breslauer nach 
Halleff die Wargentinsche itir jede« Geschlecht besonders» imglei' 
chen die Kritteriche iüx ^Ehemänner und Ehejrduen besonden» 
in Morgans Prtnciples eta steht Seite agS eine SterbensordnunS 
>iiui C&^iMT für jedes Cesdüecht» 

^ Daf» Ate SterUtthktit för die Nidsn CesdU[e(^tex< nicht 



\ 
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gleich sey, i«t <raa der Vers chipilenheit der EnlMrickeluagsperloden 
absunehmen^ und wird durch die Erfahrung bo<tati|;t,. BeyBe- 
reclinnngen, die von dem Leben einer oder zweier Fersoi^en ab« 
hangen, liefse si^h auch noch wohl auf diese Verschitdenheit der 
Sterblichkeit beider Geschlechter Rüeksicht nehmen, bey Renten 
dtc« für mehrere Personen wiirde es s^r miUtsam seyn, swej rer- 
tchiedene Sterbensordnungen mm Grunde zu legen« 

. Ein siemlich vollständige^ Verzeichnifs 'der altem Schriften 
iiber die Ordnung der Sterblichkeii findet man in Si\fsmüA4 

g^licher Ordnung in den Veränderungen des menschlichen G«- 

* 

fchlechtsetc. sweite\Ausgabe von Chr» Jac« Baumaniii im «weiten. 
Theily Seite a5 ete. 



1 - • , ^ 

^. 46. 

Das gewohnliche . und fast einzige Hiilfsmittel 
2ur Verfertigung der Morlalitätstabellen sind die 
Todieiüisten. Wenn man ^äiylich weifs^ .wie viel 
Personen von jedem Alter in einem etwas b^träphi* 
liichen Lande und ih ei^r nicht zu kurzen R,^ihe von 
Jahren gestorben sin^ so kann man daraus eine 
Mortalitätstafel berechnen« Es sind z« B. im Kö« 
nigreiche Dänemark, mit Ausnahme der Herzogthu- / 
mei', in . den zehn Jahren yoi^ Anfange igit bis 
Ausgang igap gestorben« 

Zwischen o und 10 Jahreo 84700 Persotien 



10 * 


ao 


1067S 


ao - 


30 


143x9 


30 . 


40 


«4844 


4P -, 


50 


16596 


50 ^ 


te 


S0913 


60 . 


70 


U^l^ 
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Zwischen 70 und 80 Jahren 28449 Petionen 
- - 80 - 90 , 14314 

über 90 1998 

^ Hieraus ergiebt ^ich a^o ^ wenn die Zahlen 
Ton unten auf sununirt werden ^ folgende Mortali* 
tätstafels 



Alter 



Lebende im An- 

fange des Jahrze* 

hends 1 



Abgang in 10 
Jahren 



mtmmmi 



tt^'^m 






bii 


10 


10 




so 


so 




30 


30 




40 


4Ö 




50 


50 




60 


60 




'70 


70 




80 


80 




90 


90 







336237 84700 

«51537 10678 

140859 I42I9 

XS6640 14844. 

IXI796 16596 

95200 00913 V 

74^87 ^95 16 

44771 28449 

16322 ' 14324 

1998 1998 

Für je mehrere einzelne Lebensjahre man die 

Angaben hat^ desto richtiger kann die Tabelle Wer« 

den; wo die besondern Angaben fehlen^ da mufs 

man den für iheUrere Jahre angegebenen Abgang 

über die einzelnen Jahre yertheilem 

Um die Zuverläfsigkeit solcher MortaÜtatstafeln gehS». 

rig schätzen zu konnen> mufs man bedenken, d^s die 

Tpdtenlisten^ wenn auchbey der Führung und Redi- 

girung derselben keine Irrthümer vorfallen soUtenj 

doch 
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1 

l) nicht aufscKiierslichy auch nicht vollständig 
diejenigen Personen enthalten^ die im Lande geboh« 
ren slnd^ sondern alle> welche in dem Lande sterben^ 
wobey es dann darauf ankommt, ob die £in«- und 
Auswanderungen sich einigermaarsen gleich sindi 

2) dafs das^ Alter der Gestorbenen oft unrichtig 
angegeben wird, zumal von Personen aus den un^em 
Volksklafsen, die zuweilen das Alter der Ihrigen 
nicht genau , kennen} 

3) fiber und besonders, daf« die Personen tron 
Verschiedenen Altern, welche zugleich stei^ben^ in 
verschiedenen Zeiteft gebohren sind> vnd dahet die 
Mortalitätstabelle nur dann i'ichtig seyn kann^ wenn 
die Bevölkerung wälirend der gesammten Zeit im 
Ganzen genommen sich gleich geblieben ist. Im 
Allgemeinen liimmt aber die Bevölkerung zu^ und 
es können daher die Fersopen z. B« von gc 
Jahren, welche jetzt sterben, nicht gerades^u in ei* 
ne und dieselbe Tabelle mit denen, die etwa im er- 
stell Jahresterben, zusammengestellt werden^ indem 
die erstem zu einer Zelt gebohren sind, wo die Volks- 
zahl geringer war als jetzt. Will man . die Anzahl 
der Personen von aljen Altem in ein richtiges Ver- 
^ältni^s setzen, so gehören dazu wieder gesammelt« 
Erfahrungen über das Maars der Bevölkerungs*zur 
nahme. 

Dieser letzte Purict ist bey allen mir bekafinten 
Mortalitätstafeln , wenig oder gar nicht beachtet, und 

G 
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daher auch clia Sterblichkeit mehr oder weniger zu 

grofs angegeben« 

Anm» ^ In pännemark« die Herzogtliüxner ungerechnet, belief 
dTe Volkssahl im Jahre 1769 sich auf 786o4oy im: Jahre 1801 aber 
auf 924347» Könuteman annehmen, dafs die Volks Vermehrung 
beständig gleich gewesen, so gäbe dies den Exponenten der jähr- 
lichen Zunahme ZZ 1,006078» Wenn man diese Zahl m nennt, 
so müfste man die aus der Todtenliste sich ergebende Zahl für je- 
des Altersjahr ,n mit m^ multipliciren, um dieselbe gegeU die 
Zahl vQmAlter o in ein richti^gesVerhältnifs zu setzen« Für dasLe- 

bensjahr 80 ist m^ HI 1,4996, beinahe ~i, 5, woraus ßich er- 
sieht, wie beträchtlich hiedurch die Zahlen der Todtenlisten ver- 
ändert werden können« 



$.'47- 
Aus den . Volks-' Zählungs- Listen last sich frei- 
lich unmittelbsr keine Sterbensordnung machen; die 
Zählungslisten stellen das Bestehendem^ die Todtenli- 
sten aber den Wechs^el dar. Indefsen kann man doch 
die Zählungs listen zur Prüfung der Mortalitätstabel- 
le^ anwenden« Däbey kömmt aber Folgendes iR 
Betracht. Die Personen, welche bey der Zählung 
unter dem Alter von n Jahren angeführt werden, 
sind theils so eben n. Jahre alt geworden etc., theils 
• beinahe n -f- i Jahre alt, ailso im Ganzen geuom^ 
menyo^i Alter n -|- f Jahren.' Von denen, welche 
«o eben n Jahre alt geworden sind, ist noch Keiner 
Verstorben, dagegen ist von detieu, die gleich n -f- i 
Jahr alt werden, das jährliche Decrement schon ab- 
gegangen; im Ganzen ist daher von diesem Alter 
das halbe Decrement verstorben. Soll also die Mor- 



' r 
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tälitätstabelle nut dler Zählungsliste vetglielieii i^^f« 
den> so tnüfs vorher von der 2ahl ^edes Jahrs odef 
jeder Periodö *in der Mortaiitätstabeller das^ lialbel 
X)ecrenieut defselben Jahrs oder derselben Förioda 
abgessogen werden« ^ ^ ' 

Ümfafsen die Volk^zählung^listen übrigen! diu 
grofi^es Land, so konnten die Stetblichkeitstafeln 
danach jyes entlich Verbefsert werden* Wenn iiicht 
auch bey denselben sehr erhebliche Mängel fast ün« 
vermeidlich wären* Denn* wenn auch bey der Zäh» 
Jiung und Aufzeichnung alle nöthigd Sorgfalt üngö« 
wendet wird* so wef den doch i 

i) stets mehr oder weniger Personen übe;i^gahgeil 
oder unrichtig gezählt werden* insbesondre aber 

2)' die Angaben des Alters hier Um jbö wenigei^ 
zuverläfsig seyn* da sowohl das Intetefse in Bezie« 
hung auf ^olch^ Verpflichtungen im Staate* die mit 
einem bestimmten Alter anfangen* als die Eitelkeit 
^erer, welche filr jünger gehalten s^yn Wolfen als 
sie sind* hier mitwirken« 

Uebrigens würde nach gäschehenät Berichtigung 
der Mortalitätstabellen immer dasjenige * was vorheV 
über die Zunahme der Volksmenge angeführt wordefli 
zu beachten Seyn« 

Anm* Aus dettl, Was liier bemerkt üfördbii lit, wglebtsicli ftticfci 
wie man fcü veffahfen liabe| wenn man rtatk deti Mortalitätstäbel* 
len auAmJtteiii wxlL wie vielPetsönen voii einem bestlttimtöii Alttff 
unter einer gegebenen Volksmenge ' leben« Es ist iiamlick nkbt 
genug/ die Zahltüi det Lebenden allef Jabre in Aet MottaliiKt* ta<- 



\ 
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belle zu.addiren, ui^ dann dajraus zu extrahiren, wie viele Person 
Ben unter der ganzen Anzahl von dem bestimmten Alter sind; son- 
dern manmufs Torher von allen Zahlen die halben Decremento* 
abziehen» 6cy den mittlem Jahren sind freilich die Decremento 
nicht gro&, besonders im Verhältnifs gegen die Hauptzahlen» In 
den Jahren der £indheit und des hohem Alters ist aber das Ver- 
hältnirs der pecremente gegen die Hai^ptzahlen beträchtlicher und 
JLSinn nicht füglich unbeachtet bleiben. Üeberdem müfste man bey 
der hier in Frage stehenden Berechnung, wenn etWa die Morta- 
litätstabelle nach ^emBeharrungszUstande verfafst seyn, die Bevöl- 
kerung aber regelmäfsig zugenommen haben sollte, die aus den 
Sterblichkeitstafeln genommenen Zahlen von Alten an jede mit 
der lug^örigeu JPQtenz des Exponenten der- Voll^romehrung 
difidireii» « 



In unsern Zeiten^ wo, wehn auch nicht die 
übrigen Fortschritte der Arzneykunst,' doch, gewifs 
die Entdeckung der Vaccine einen unbezweifelten 
lEinflufs auf die Sterblichkeit, wenigstens der frü- 
hern Jähre, gezeigt hat, mufs man bey Anwendung der 
vorhandenen Mortalitätstabellen besonders vorsichtig 
seyn, die jedesmal eintretenden Umstände und ge- 
gebenen Erfahrungen sorgfältig prüfen , und wo von 
den Tabellen ein practischer Gebrauch zur Berech- 
nung von Leibrenten uoid Anwartschaften gemacht 
.werden soll, eine solche Sterbensordnung zum Grun- 
de legen, dafs die bestimtnten Zahlungen mit Si- 
cherheit geleistet werden können« 

• A«m. 1» lieber den Einflufs der Vaccine auf die Sterblich- 
keit kann man bisher noch keine toll ständige £r&hrungen ha- 
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ben f anc^ vrird. es io^mer schwer seyii zu besUmmex^ was der 
Vaccine allein in dieser Hinsicht zuzuschreiben ist, Dafs 'sich 
aber die Sterbliehkeit der Kindheit in den letzten Jahren bedeu**. 
tend vermindertbabe, wird aus jTolgendem Beispiel erhellen. In 
den zehn Jahren von 1811 bis 1820 sind in Dännemark, die Her- 
zogthümer, Island, Grönland und dib aufsereuropäisohen Bezit« 
Zungen ungerechnet , gebolven 607608 Personen, dagegen, sind in 
der näpilichen Zeit Tom Alter o bis zum Ablauf des zoten Jahrs,, 
"v^ie schon angeführt, gestorben 84700« Beide Data sind ziemlich 
zuverläfsig, da die torhin erwähnten Irrthüme^ bey dör Angabo 
der Gebohmen imgleichen der gestorbenen Kinder nicht so leicht 
als sonst vorfallen können* Da die Gestorbenen im Dnrchschnitr, 
te genommen etwa 5 Jalir alt waren, so kann man, um zugleich 
ai^f die ztmehmende Volksmenge einigennaaisen Rücksicht zu neh- 
men, die Zahl der Gebohrnen mit der 5ten Potenz des vorhin 
angegebenen Exponenten der Bevölkerungszunahme dividiren, 
Hiedurch erhalt man 2999x6, als die muthmaafsliche Anisahl der 
Gebohmen, von denen vor dem iiten Jähre 84700 abgegangen 
alnd, und folglich2i5^i6das iite Jahr erreichten, welches auf 1000 
Neugebohrne 717 beträft* Wach Wargentins Mortalitätstafel er- 
leben dagegen von looo Neugehohrnen nur 611 ,und nach Süf«-» 
milchs Tabelld gar nur 532 das iite Jahr. 

Welchen £inflnfs die Vaccination und andre Entdeckungen, 
in der Arzeneykunst auf die Sterblichkeit in den übrigen Feriodeä 
des Lebens haben, insb^ondre wie die Sterblichkeit in diesen Pe- 
rioden zunehmen möchte, werden erst die kommenden Genera- 
tionen beurth eilen können« 

Je mehr nun in dieseUi Augenblicke alle empiri^he Stern 
bensordn\ingen als unzuverlkTsig anzusehen sind, desto weniger 
habe ich geglaubt, die Berechnungen nach der Hypothese dea 
gleichmäfsigen Abgangs, welcher sich vielleicht mit der* Zeit di*' 
einzMnen Sterbensordnungen unter Modificationcn mehr nahem 
möchten, übergehen zu dUrfen.^ 

Anm. 2. Ueber die Anwendung der MortaUtatstabelleii a«f 
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Versorgunp«-AnstaIten in8?>6son4re glaube ick noch fol^^nde Bo^ 
merkungen hifuufügen sumüfsen« 

^ii;e Je^eTerfforgunga-Anstalty in dem B\nn^ worinf das Wort 
))fer genommeh wirdt macht gfewiisennaafsen eine ausgeouditQ 
GeseJUP^aft^aua« Die Todteallstto und MortaUtatstafeln grün* 
^a «ich auf di^ Erfahrungen über daa«* Al(9terl>en unter der 
l'anzen Vollttmafse | an deu VertorguugB- Anstalten neluneu da* 
|egen , mit fast ^Knzllpher AusscUieisung der arbeitenden Claiae 
unter demLfudrplke, und der anderen Claf^e unter den Städte 
Inwohnern t W Allgemeinen nur solche Personen Antheil, 
die ein weniger beschwerliches Leben führen und gröfsere 
«Spv^faU auf Erhaltung ihrer Gesundheit reifenden l^önneHt 

W^uft feruer auqfc solche Ver&orgungsanstalten, wi© dat 
l^änBg bey öfientlichen WitWenkafsen der Fall ist, mit der Beatim- 
ipung errichtet sind, dafs gewifse Clafsen yon Bürgern im State au 
dem Eintritt yerpflichtet sind, so bleibt die Theilnahme doch in 
majnpher Hinsicht freiwillig» da die Gröfse der zu Tersichernden 
3umme innerhalb der Grapsen de^ feetgesetzteü Maximiuns und 
}f inimümsf häufig yon der WillkUhr der Theilnehmer abhängt^ oft 
^ucb solche^ Interefsenteni die zum Eintritt nicht yerpflichtet 
find ,. aufg^nommeQ yyerden können* Ea i^t also zu erwarteui 
^&k diejeuigeui welpbe glaubeu yeihaltnifsmäfsig durch die An- 
f^talt gewinnen z\i I^Önnen, gröfsere Siunmeu yersichemi al% 
<liejenigen| d?« dabey zu yertiehren fUrphten^ 

}«t ab^r gsr «der Eintritt in eine Ges^ellsehaft dieser Art 
laiiH freiwillig, so Jcpunen und werden die Theilnehmer noch 
tvveit mehr fdle Umstände benutzeu, ,um roxi der Kafse den mög- 
^cbgröfsteu Vortheil i?u sieben« • . » 

Freilicb (>8e^t mau be^ dem Eintritt in die» Kaiae von 
ijen Versorgern Q^suudlieitsatteste m fi:>rderu« Wenn diese 
über ail^h durchgängig gewifsenbafi ertheilt werden^ so mufs 
doch der Ar^it dabey Immor auf da» jeuig«, Waa Ibiu tnit Bestimutr 
keit bekani^t i^t» sein<^ Versipherung biBsohrankeu*^ 'Die Fensioni- 

ütn muff man d«^g9R bejr dem Eintritt.imnohmQn wie ale sind, 



f 
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mrlewohl man mit Zuverläfsigkeit voraufsetEen kann|. dafs Im 
GaiuKii genommen ihre Gesundheit beträchtlich befser se^ al^ 
wenn eine eben so grofse Anzahl von Rentennehmern im Dnrch- 
schnitt aus der ganzen Bevölkerungsmafse genommen würde» 

Es ist daher auch gar nicht zu erwarten, dafs eine Morta- 
litätstabelle, die aus den Erfahrungen über die Sterblichkeit der 
ganzen Bevölkerung genomn^en ist, für eine solche Gesellschaft 
ausgesuchter Subjecte als sichre Kegel gelten könne« 

Das folgende Beispiel wird dies noch mehr beätatigen* Jßef 
der Kopenhagener allgemeinen Versorgungsanstalty die im Jahro 
1295 unter der Mitwirkung von Tetens errichtet "vyurde, und Ver- 
sprgungen fast aller Art übernahm, war der Einschufstcgrif nach 
der Süfsmilchschen Mortalitätstafel . mit einigen Modificafionen 
berechnet, (Die Süfsmilchschen Zahlen der Lebenden waren 
im Allgemeinen' bis zum 75sten Jahre um 20 vermehrt, das Alter 
der zu pensibnirenden Frauenzimmer wurde bey d^r Bestimmung 
des Einschufses nm 5 Jahre niedriger angenommen etc«) Auch war 
bey dem Tarif der Zinsfufs vdn 3J Procent zum Grunde ge- 
legt, obgleich die Kasfe selbst ihre Kapitale zti 3^ bis 4 fProcent 
benutzte. Gleichwohl sah man sich geuöthigt, den Einschufs* 
'tari^ im Jahre 1800 lim 5 Frocent u'nd im Jahipe z8o5 nochmaU 
um 5 Frocent zu erhöhen, Bey einer spätem Revision der An- 
stalt im Jahie i8i5 fand sich dennoch, dafs ^ie mit ihren eignen 
Mitteln nicht bestehen könne« Die Heglerung , welche dio 
Garantie «für die Kafse übernommen hatte, läfst jetzt die ver« 
sichertenFensionen undAnwartschaften plann^fslg auszahlen, iber 
sie nimmt keine neue Int&refsenten an« 

Dagegen besteht die Kopenhagener JVittwenxx^se^ deren Tarif 
ebenfalls nach der Süfsmilchschen MoitalitätstabellQ , jedoch 
nach dem Zinsfufs von 4 Procent, berechnet ist, seit dem Jahto 
1776, und wird hoffentlich ferner bestehen J indefsen* beweiset 
dies nicht die Richtigkeit dey Süfsmilchschen Sterbensordnung* 
Die Anstalt ist blofs «ine Wittwenkafse, und versichert allein 
Ueberlebensrenlenf worauf die Verschiedenheit der Sterbensord* 
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nüngen nicht den nämlichen Einflufshat als auf die gevröhnlicheii 
Leibrenten I indem die Ueberlebensronten durch Subtraction 
der Verbindungsreoten Ton den LeibreAten berechnet werden, 
wo also» wenn Mängel Statt finden, der eine den andern wenig* 
atens zum Theil aufheben kann» Die Kafse hat ferner bedeuten- 
de Kebeneinnabmen» da alle Beamte, mögen sie verheirathet seyn 
oller niciit, vbn ihren Besoldungen den Belauf des ersten, Monats 
^Is eine Eeysteuer zu der KaYse entrichten, auch alle sonstige frei- 
willi^elnteressenten, aufser dem tarifmäfsigen Einsäte, eine Reco-* 
^^piition von xo Procent des Einschufses erlegen müfsen» Aufser- 
dem kommen dar Kafse fundationsmäfsig alle Pensionen toh 
Witwen, die wieder heirathen, so lange sie im Ehestande leben, 
' ju gute, obgleich bey dem Tarif auf das Wiederheirathen keino 
Bübksicht genpmmen ist» • EndUch ist die Anstalt nur mit Ein* 
•chrKnkungen als eine ausgesuchte Gesellschaft zu betiachten, in* 
dem alle Öffentliche Bediente ohne Ausnahme zum Eintritt ver- 

i 

pflichtet sind, dabey aber für solche, die keinen vorschriftsmäfsi-» 
|5en Gesundheitsfchein beibringen können, das Risico von der all* 
femeinen Pensionsanstalt übernommen wird« 

Wenn übrJgens Herr Morgan in der Vorrede zu seinen Prin- 
ciples and .dodrine of afsurances etc» von der eq^ui table society, 
bey welcher ein Aftuar ist,sagt x The Equitable Society proceeded 
guietly in the same courve for near twenty years betöre they vcn--> 
tured upon any change« Duringthatperiod the decrementsof lifo 
umong the members had attained such a degree of regularity, that 
rery little risk was incurred in founding any new measure on tho 
prestimtion that they would continue to be equally so» The expe- 
fienee of the ladt forty years has confirmed this opinion, and the pro- 
Tfdbilities of life among the members of theSociety may now he consi^, 
dered as uniformly regulär as they are among the general maß ofinr- 
habitants üithUcoiintry: so läfst sich zwar, da übrigens keine speci-* 
eile Unutände über die gedachte Gesellschaft mitgetheilt sind, der 
Grund ^t^et unerwarteten Uebereinstimmung der (vermutblich 
KorthamptonelF) Tabellen mit der wirklichen Sterblichkeit in iLon- 
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don niclit ^nauer untersucfien« Indefsen sieht man doch äusMox^ 
gaiis weni^enAngaben, daf« dieGesellsphaflrvan s^hr grofsefn Uin- 
fange sey,und ausFersonön fast aller Alter bestehejund es lafst sich 
daraus einigermaafsen erklären,' dafs die Sterblichkeit unter einer 
solchen Anzahl verschiedener Personen sich mehr dem allgemeinen 
]V(aafse dei Sterblichkeit nähere als in Ueinern ausigesuchten Ger 
sellfdlutAen« ' ' 
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•Zweites^ Kapitel^ 

, - ■ • 

(der Berechnung der Lehensdauer und der Wahr^ 

» 

sgheinlichkeit des Lehens* 



§. 49. 

Um die Berechnimgen über die Dauer und 
Wahrscheinlichkeit des Lebens leichter überseheu 
zu können, bezeichne man die zum Alteragehörige 
Zahl der Lebenden in den Tabellen mit A, ferner 

die zadem Altera -f- i gehörige Zahl mit A— , 

die zum Alter a -f- 2 gehörige Zahl mit A— , so wie ^ 
überhaupt die zum A^lter a *-\* n gehörige Zahl mit 

n ^ . ' 

A— ', wo der Streich unter den zur Rechte^ stehen-^ / 

den Zahl^ hinzugefugt ist,^ um sie von- den Expo? 

nenten'der Potenzen ?tu unterscheiden. Wenn al- 
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so a 
A = 



509,60 ist nach der Säfsmilchschdn Tabelle 



= 3005 A— = 291, A— =;: 28a u. s, w. 
Ferner bezeichne man das zu A gehörige Decre- 

ment oder A — A— mit A A, das zu A^ g®^^- 
rigen Decrement oder A— — A-^ mlt^A A-^, so wie 
überhaupt das zu A — gehörige^ Decremeut oder 

A ^-T^ niJt A A— • ^ 

So wie die Decremente die ersten Differenzen 
der Hauptreihe ausdruchen, kann man auch wieder 
von dem zum Alters-Jahr a gehörigen Decrement 
das Decrement des Jahre a ^l^ von letzterem das 
des Jahrs a -f^ 29 so wie überhaupt von dem De- 
crement des Jahrs a 4-! n das Decrement des Jahrs 

a -f- n -f- I abziehen y wodurch man eine Reihe 
der Differenzen der Decremeitfe y oder der zweiten 
Differenzen der Hauptreihe> erhält. Mau bezeich- 
ne filso A A — A A— mit A« A A oder A A, 

eben so A A— — A A— mit A -A-— etc.> so wie 
überhaupt A A- -A A^^^ mit A * A— » 

Gleichfalls könnte man von diesen zweiten Dif- 
ferenzen der fiauptrphe wieder auf ähnliche Weise 
die Differenzen, d, h. die dritten Differenzen der 



Hauptreihe, suchen und A 

9 A f 



A — A* Ai- mit 



A^A^'A oder A^A,a*A-1.^a'' Ai. mit A^ A^ 



so wie überhaupt A- A-« 
A A- bezeichnen* 



^' A'ii^ mit 



« 
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Wollte mtn diese Opeirafion üoch weiter fort- 
setzen; bo würde überhaupt 

A A— =rA A-^ — A A — -- seyn. 



f 50- ' * \ 

Hiernach wird man leicht übersehen konneii^ 
wie Sie vorerwähnten Gröfsen von einander abhan- 
gen, Es besteht nämlich A aus den nach und 
nach vom Jahre a bis zum höchsten Lebens-Ziel er- 
folgenden Abgängen,, oder es ist A =: AA -f- 

A A-^ + AA— -j- . . + AA ywoa^ 

X , das hächsje Lebensziel seyn . soll. Kürzer kann 

. man diese Summe, aä^difife AA -f- AA—- ^AA^ 

+ ••-{- A A— , wo das letzte Glied = O ist, mä 

J A A^^ bezeichnen, wobey, wenn kejne andere Be- 
zeichnung hinzugefügt ist, immer vorausgesetzt wer- 
^ den soll, daEs die Reihe bis zum höchsten Lebens- 
ziel fortgesetzt werde, ' 
' £ben so ist; 

A i= A A-+ A Ai+ , , + A A'' :=/ A A-^i 
Ai-= AA-,+ AA-+,,+AA^/AA-ii 

SO wie überhaupt 

• A- = AA- + AA^i^+„+M*=/AA-LJi: 
wo in den Summen /A A;i,/AA-l2, /AAii 
etc, die Reihe jedesmal bis A A-^ fortzusetzen ist» 



V . 
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' 'Anm»^Es werden also. Hier die Summen nicht, wie et sonst 

gewöhnlich ist, durch das letzte, sondern durch das erste Glied 

bezeichnet, aus deYn Grunde, weil der Anfanffstermin der Reihe 

sehr yerschieden seyn kann, der Endtermin aber gewöhnlich das 

höchste Lebensziel nach den Tabellen ist* Dafs übrigens eine 

Reihe dieser Att mit A^^^anjBöinge, soll^urchdas vondemln- 

L ■ ' n • 

dex stehende Comma angedeutet werden» Dagegen soll/ A — r 

ohne Comma vor dem Index die mit Ä^ anfangende und bis zu 

n 
A — fortgehende Summe bedeuten« Nur wo die Reihe mit A* 

anfängt, ist das Comma späterhin weggelafsen« 

Uebrigens ist freilich, wenn a f x das höchsteLebensziel ist, 

A— ZT o, nndA A — ZIo» Wenn man indefsen annimmt, dafs 
der Abgang nicht auf einmal, sondern succefsiv In jedem Jahre ' 



A 

geschehe, so mufs äucl^ das Absterben von A A- 



während 



des Altersjahrs a f x— - i fortdauern, und es wird erst mit- dem 



Anfangspunkte des ^Tahrs a f x die Zähl der Lebenden ~ 9. 

SoUfe ferner die Summe derer, welche m der 
Reihe von Jahren von a an bis' zum Altersziel le- 
ben, d. fa. die Summe der Hauptzahlen. 

A~ -f- A^ 4- A^ + • • + ''^- durch die Deere- 
mente bestinunt werden, •welche Sunutie nach dem 

Vorhergehenden mityA-^ bezeichnet werden kann, 
so ist . * 

A = 






A* 



AA + AA-4-AAi-j- AA-+ . . 

AA-+AA- + AA- -f- . . 

A A— 4- aA— -f . . 
etc. etc. 



1 
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+ AA- 

+ AA- ^ 

+ AA- « 

I 

A A— , 
folglich/ A'fi pr A A2 + 2 'Ä Ai + 3 A A* -f- . . 

+ n A A^^^ + • • + ^+ I A A— . 

Auch ist/ A'Ä z=/ A A'5. ^/ A A'^ + / A A's 

-f- * . + / A A— , jd; h. gleich der Summe 'der 
Summen der Decremente, welche Summe der Sum- 
man mau mit S/AA'^ oder /« A A'^ bezeichne^ 
kann, , ' 

t 

s 

Wollte man die Summe der Summen der Le- 
benden, d. i. die Summe von /A'^ -j-/A'- •+• 

/A'Ä^ . . ^yA— , welche Summe man, mit 
S/A'Ä oder./* A'a bezeichnen kann, durch die^ 
JDecremente besjtimmen, so wäre 
/A'a =:AA + 2AAs+3AAi + 
/A'^ = AA* 4-2 AAi- + 

/A'f = , ■ AA4 -f- , . 

etc. etc. 



• • 



+ X + I A Ai. 

H- X AA— 

+ X — I AAi, ^ 

folglich/* A'S c= A A^ -f- 3 A A* -h <y A A* + 



10 A Ai 4" • • + "^ ^ A A^ — 4- , . 
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,r 



./ 



+ -i '- — -^— ^ A — .^Dafs das allgemeine Glied 



I .2 



- A A— sey, erheÜet daraus, weil bey dem 



I ♦ a 



n -f- iten Gliede, welches//^ A'Ä ztimTactor hat, der 
G>effi9ieiit aus den Theilen n -f- 1 +n_4- n — l + 

• • + I testeht, wovon die Summe == — — ^-^-L^ ist. 

1.2 

ßoUten auch etwa die hohem Summen der Le« 

benden auf ähnliche Weise ausgedruckt werden, so 

würden sie auf dieselbe Weise gefunden werden. 

-£s^rgtebt sich nämlich von selbst, dafs da in der 

2uletzt angeführten Rbihe jeder Cofficient aus den 

Summen d^ natürlicher Zahlen von I an bis n ^. l 
besteht, diese Coefficienten die sog;enannten Trian- 
gulax^ahlen sind, und das man bey weiterer Fort- 
zetzung für die Coefficienten die dreyseitigen Py- 
ramidalzahlen der ersten, zweiten etc. Ordnung ef*- 
haAten müüse. 

$. 52. 

Eben so wie die Decremente abhangen von 
den Zahlen der Hauptreihe, hangen die Differenzen 
ab von den Decrementen, 'nur mit dem Unterschie- 
de, dafs die Decremente der Natur der Sache nach 
<. durchgängig bejaht -sind, die DifFerenzen des erst^ 
und der folgendeii Grade indefsen bejaht oder ver- 
neint oder auch SSO ^yn könt;ieh* Es ist nämlich: 
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^Aa=:^»Aa+^»AJ-f 2i»AH-. . +,^*Ai=/J'A% 

und überhaupt: 

^A2=:^« Aü 4- ^« A?^' + . . -f ^« A5 =/^» A'». 

, D» f erner ^A5 = ^a AS 4- ^« Ai 4- ^* -A-* + • • 

■j- ^* A— , und 

^»Aa=s^VAa+^»AK-f^.4»A4+ .. 4-^*A5, 
A*A^=^ J}A^ + .d*A^-i-,.+A*Ait 

^«A»= ^»Aa+ .; +^»A;, 

' etc. imgleichea 

J* A— = , • A* A?, 

so ist auch J A^ = J*A^-{-24* A*-f-3^» A* 



• • 



+ ^ A2S, 



§• 53., 

Hiernaeh lafsen sich auch wieder die Zahlen 
der Hauptrexhe durch die Differenzen ausdrucken. 
Da nämlich 

A = ^ A -f ^ A3E + ^ A^ + 
also auch 

ylA^ = ^« A^+ ^* A-V+^*Ai + .. + ^*A5 
J^Ai = -^i« A^ + ^» Aä + . . +^* AS 

^Aa = ^« A4 -f. . + ^« M 

etc. etc. 
;^A* = jn A*, 

.10 ist hiernach 
A =:^«,Aä4-2 4* A*4-34» A^ + o+Ä-f I4»A5. 
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A»Aa+..+x-~iA'A« 



1 

Und da femer 

AA^= A*Ai+24*Ai+..+ X ^'A* 

AAfc= i 

etc. 

A. A5 = / A» A?, 

60 hat man aucht A z=z 
V AÄ +3 A» A* + (J A« A4+ 10 A«A1 + ,. 

Anm» Dafs übrigens die Differenzen, in so Weit sie ver- 
neint sind, Ton der Summte der bejahten Differenzen [abgezogen 
werden mUfsen» ergi^bt sich von selbst; 

^ 54. ' 

I 

Wenn die Wahrscheinlichkeit gesucht vyird, dafs 
eine Pßrson vom, Alter a noch n Jahre lebey so 
jkömmt es darauf an, wie viel Personen von einer 
gewifsen Anzahl des gegebenen Alters den Erfah- 
rungen gemäfs nach n Jahren noch im Leben sind, 
und man kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit als 
einen Bruch ausdrucken, defsen Nenner gleich der 
Zahl der Lebenden vom Alter a, defsen Zähler aber 



gleich der Zahl derLebet^d^n vom Alter a 4" '^ ^^^ 

d. h. die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist ±=: -r — • 

Z. B. nach' Süfsmilchs Tabelle erreichen von 
300 fünfzigjährigen 210 das 60«toJahr; die Wahr- 
scheinlichkeit für jeden derselben» ^0 Jahre alt zu 
werden, ist also == fjf = ^» 
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$. 55. 

Die Zeit^ welche, mit dem schon erreichten 
Alter einer Person zusammengenommen, das in den 
Tabellen angegebene höchste Lebensziel ausmacht, 
heifst die ^Itersefgänzung für di^se Person. Wenn' 
also a -|- X das höchste Lebensziel für eine Person 
vom Alter a ist, so ist x die Altersergänzung für 
diesen Fall* Man findet demnach die Alt^rser- 
gänzung, wönn 'man das^ gegebene Alter von dem 
nach den Tabellen zu erreichenden höchsten Alter 
abzieht. In der Süfsmilchschen Tabelle z. B. ist dat 
letztere. das £nde des pg^ten Jahrs, ist also die Per« 
ton 50' Jahre alt, so ist gs — 50 = 4(5 die AI- 
iersergänzung für diese Person. 

Anm. Ea ist tch^n oben bemerkt, dafsi vrthn g;Ieich nach 
dsa SttOimileTuchen Tabellen bey dem Jahrb« 96 die ZahL der Le- 
benden I^ o u% dennoch der Anfang des Jahra 96 als Endpunkt 
des Lebens, angesehen werden müfäe. Freilich ist die Zahl des 
Lebenden nach Süfsmilch beydem Jahre 96 gleich I y dies druckt 
indefsen nur das VerhÜltnifs zu der Grundzahl ZU xooo aus. Wä« 
re die Anfangszahl ZZ 10000009 ta wäre die Zahl der Lebenden 
bey dem Jahre 96 rz 1000, und von diesen würdo der letzte kun^ 
Tor dem Ende des 969tea Jahra absterben* 

$' 56. 

Die Zeit, worin nach den Tabellen die Hälft^ 
Aer Personen eines gewifsen Alters ausgestorben seyn 
wird, heilst die wahrscheinliche Lebensdauer für 
dieses Alter. Z. B. nach den Sürsmilchschen Tabel- 

H 



I 
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4 

en ist von den 36j'ahrigen die Hälfte im Anfange 
des Jahrs 61 verstorben, folglich ist 61 — 36 = 25 

" die wahrscheinliche Lehensdauer für dieses Alter, 
Wahrscheinlich heifst diese Lebensdauer daher, weil 
derer Fälle, da eine Person des gegebenen Alters 
diesen Zeitpunkt erlebt, mehrere sind als derer Fälle 
^a sie ihn nicht erlebt, auch zugleich der Fälle da 
sie den Zeitpunkt überlebt weniger sind, als da sie 
ihn nicht^überlebt. * . 

Annu Genau genommen ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
ein 56rjährig«r 6i Jahr alt werde Hl i, die Wahrscheinlichkeit, 
dafs er ein geringeres Alter erreiche, ist gröfser als J, die Wahr« 
•cheinlichkeit, dafs er ein höheres Alter erreiche, kleiner als |. 
Indefsen mn{s man mit dieser allgemeinen Wahrscheinlichkeit 

* nicht die besondre Wahrscheinlichkeit verwechseln, dafs jemand 

gtrade bis zum Gasten Jahr lebe,KUnd iolglioh in demselben sterbe« 

Diese letzte Wahrscheinlichkeit wäre für eine Person von 36 

Jahren, nach den SüXsmilchschen Tabellen, da hiernach von 4oa 

36jähTigen g im 62 sten Jahrß sterbeiit m «^ HI i}««. 

\ 

" §. 57. 

Es sey A die Anzahl der Personen vom I^ltev 
a, und X die Altersergänzung, so ist, wie bereits an- 
angefiihrt, A = AA + AA^ + AA^ -f- . . 

X -•*• 1 

-f- A A • Wenn nun die Decremente alle gleich 

wären, d. h, wenn das Ahsterhen gleichmäfsig er- 
folgte, so wäre, da die Anzahl der Decremente =2 
X ist, die Summe derselben oder A ==: x ^ A, folg- 
lich f A = J A A. Da nach dieser Voraus- 
setzung iq )edem Jahre A A Personen abgehen^ so 
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wurden die Personen f A A irh f Jahren verstorben 
seyn, d, h. ns^ch dieser Voraufsetziing würde Ja* 
wahrscheinliche Alter gleich seyn der halben Alters« 
efgänzuhg. Wenn aber das Absterben nicht gleich- 
mäfsig erfolgt, d. htwenn die^ Decrement^ ungleich 
sind, so kann zwar wohl für irgend em bestimmtes Al- 
ter, aber nicht im Allgemeinen für jedes Altera die 
wahrscheinliphe Lebensdauer mit der Hälftd d^r AI* 
lersergänzung einbri^ey seyn« 

^ 58. , 

JWenn man die Jahre, welche eine Anzahl von 
Personeh gleiches Alters nach den Tabellen noch zu 
erleben hat, und zwdr einige mehr and^e weniger^ 
zusammennimmt, und die Summe mit der Anzahl 
.der Personen dividirt, so erhält pjan einen Durch* 
schnitt des künftigen Alters, der die mittlere künf« 
tige Lebensdauer oder kürzer die mittlere Lebens*' 
dfLuer^ auch die Existenz genannt wird« Dies ist das 
Alter, welches die Personen erreichen würden^ wenn 
^ie alle ' gleich alt würden. 

s 

§• 59- * • 

Die mittlere Lebensdauer wird auf folgende Wei- 
se gefunden* ' Wenn die Zahl der Personen vom 
Alter a gleich A i^t und nur auf ganze Jahre ge- 
rechnet wird, so leben davon nach den Tabellen 

H2 
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4* noch I Jalir, ferner A^ überdem I Jabr^ Ai 

wieder üterdem noch l Jahr etc. unä endlich A 

abermals noch I Jahr; die Sunime hiervon ist =: 

Ax 4- Aä + A4 + . . 4- A'i^ —fJ^'-, iinÄ 
wenn man die mittlere Lebeosdauer für das Alter 
ä mit Ea bezeichnet , so ist Ea =:; ^ 



A— t A— t A— t • ♦ t A— , 

■ ■ ■ =—- : —r^ oder 

A 



/A 



Auch ist, da,/A'^ = AA* +2 AAä + 
^ 3 A AA -|- • • + 'x AA^ ist, Ea = / 

AA^f aAAA f jAAif-.f xAA- /»AA'i 



y 



§.60 

Im vorhergehenden §. sind jedoch nur ganze 
Jahre in feti'aqht gekommen , und die Rechnung 
ist so geführt, -als wenn nur die Anzahl A-vonPer- 
sonen^ welche am Ende des ersten Jahrs noch le- 
ben, das Jahr durchlebt hätten, eben so ist im 2ten 
Jahre nur die Anzahl A^, etc, in Rechnung ge- 
bracht. Aufserdem lebten aber im Anfange des er- 
sten Jahrs noch jd A Personen , Welche sucöefsiv in 
denu^elben Jahre abgingen; eben so lebten im An- 
fange des 2ten Jahrs noch A A* Personen, welche im 
Laufe des Jahrs verstarben , ^etc. Jeder Abgang er- 
folgte succefsiv im ganzen Jahre, und man kann , da- 
her annehmen^ dafs die in 'jedem Jahre abgegangenen 



J 



Personen^ im Durchschnitt genommen^ noch die Half-» 
le des Jahrs durchlebt haben» Diese un Ganzen 
noch durchlebte Zeit ist also zusammengenommen = 
i (JA+ Ah^ + A^^-Y •• +^Ai) =f A, 
und wenn auch diese Zeit durch die Anzahl der 
anfanglich lebenden Personen A dividirt wird» so 
erhält man zum Quotienten |, welches 'also zu dem 
vorhin gefundenen mittlem' Alter noch hinzugelegt 
werden mufs. Diese so bestimmte Lebensdauer 
heifst die corrigirte mittlere Lebensdauer* 

m 
I 

Die mittlere Le|)epsdauer obne Correctioii ist, 
wie angeführt, ~ ' " , , 

wobey das Glied x AA^^ welches ;p= ist, weg- 
gelafsen worden. Wenn imn das Absterben gleich-- 
Tnäfsig^ erfolgte, und also die Decremente gleich wa- 
ren, so yväre AA.^ + 2 AA^ -f- 3 ^Ai'4^ . • 

> 1 ■ 

+ X — I ^Ailliss ^ """ ' '"^ AA, alsQ die mitt- 



- 3 



lere Lebensdauer ^z - ' * * ' , — -, und da bey die- 

«er Voraufsetzung A ~ x A A ist, (^. 57) «^ ^i^ä 

■ ■■■ ^ .. , 

x-r-i.xAA X— I X I . , -..„^ ,. 

z:: ;;3^ — .. — . Addirt man hier« 

3 X , 9, 3 3 

ZU die Correcti6n von f , so erhält man in diesem 



^ 
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Falle die mittlere Lebensdauer Z=: — • d» h« gleich 

der Hälfte der Altersergänzung, Wenn also das Ab* 
sterben gleichmäfsig geschähe^ so wären die wahr- 
scheinliche und mittlere Lebensdauer gleich^ sonst 
können sie nicht durchgängig für jedes Alter gleich 
ceyn« ^ ^ 

Anm. Im GanMn gei^omxnen ist nach den Tabellen die 
walirscheiuliche Lebensdauer iu den frühem Jahi-en gröfse^r, in 
9en höh9r9 Lebensjahren aber kleiner als dib mittlere Lebens« 

Jtaw» - .. , ' \ 

f 

I vw 

\ 

$. 62. 

Am bequemsten findet man die mittlere Lebens« 
dauer auf folgende A^^* Man schreibt die ZaUen 
der Lebenden nach der Mortalitätstabelle für jede« 
Jahr von an bis zum höchsten LebenszieL unter 
einander, summirt dann sämhitliche ZahlÄn von un- 
ten an, und setzt die Summe für je n Glieder von 
Unten zur Zeite jedes nten Gliedes von unten , 
wodurch man die Summe der Lebenden für jede 
Anfangszahl, d. h.yA'^ für jedes a, erhält. Sucht 
man nun die mittlere Lebensdauer für das Alter 
a, so nimmt man die. Summe, welche bey dem Jahre 

/ 

a -|- I steht, und dividlrt dieselbe^ mit der Zahl der 
Lebenden vom Alter a, d» h. mit A, wodurch- man 

also — — erhält, Hierzu^ legt mj^n dann noch f> 

um die corrigirte mittlere Lebensdauer zu bekom 
men. 



\ I 
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Anm. 1, Eine so eingerichtet©- Tabelle findet man naöh 
äer Süfsmilchjschen Sterbensordnung bey Tetens am a^ O. S^ 
^9, nach Deparcieux's Sterbensordnung in K* Ch^ Langdorfs 
arithmetischen Abhandlungen etc. überJurisHscht und staatstnirth* 
schafiliche Fragen etc., Heidelberg 1810, S» I71 etc. Letztere 
ist jedoch vom 54sten Jahre an unrichtig summirt* 

Anm. z^ Die Zeit de« nUttlem Abgestorbens^yni könnte 
man nennen den Durchschnitt der Zeiten von dem Augenblick 
an, >W) die Personen eines gegebenen. Alters absterben, bis zuii> 
Ablauf der Alters ergänzung* Diese -mittlere Zeit ist also n 
X — Ea, wenn nämlich x die Ergänzung für das Alter a und 
Eadie'mitüere corrjgirte Lebensdauer ist, Tetens hat die- 
sen Werth zuweilen gebraucht ; ich habe aber nicht nöthig ge- 
funden, ihn irgendwo den Berechnungen zum Grunde zu legen^ 

Da iij)rigens das Absterben nach jeder Sterbens Ordnung 
succefsiv und theilwoise geschieht, so bestehen auch für dia 
ganze Gesellschaft der Personen A die mittlere Lebensdauei; 
und die Zeit des Abgestorbenaeyns night nach einander, 60U« 
dern nebeA einander» 



•"• I 



OrittesKapiteL 

X Von 

unveränderlichen Leibrenten^ 



s 



' . §.63. 

Von einer Anzahl A von Personen dei Alters 
a leben zufolge der angenommenen Bezeichnung am 



r 



-f 
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Schlufse des ersten Jahrs A^, am Endt des zwei- 
ten Jahrs A^9 am Bnde des dritten Jahrs A^ etc»^ so 



n 



vrie überhaupt zu Ausgang des nten Jahrs A— < 
Soll nun jede am Schlu&e des Jahrs lebende Person 
jedesmal am Enfie desselbei^ eine Rente I erhalten^ 
^60 ist die Summe/ dieser Renten^ ohhe Rücksicht auf 
die Zeit> worin' sie bezahlt werden, li: A^ -f- A^ -|- 

A4 *f- i. 4" A—.^ Da indefsen \iie .erste Rente «u 
Ausgang des ersten Jahrs, die zweite zu Ausgang 
des zvyeiten Jahrs, so wie überhaupt jede nte Rente 
zu Ausgang, des nten Jahrs bezahlt, auch jedes Jahrs 
Zahlung auf den An&ngstermin discontirt werden 
mufs, so ist der gegenwärtige Werth aller zuzahlen- 

denRenten:^:-^ "^"^ "f* *~T"4* ••-}" -*— '^ und weil 

-r r r' , ^ 

dieser Werth von der ganzen Anzahl A der Perso- 
neu aufgebracht werden soll, so ist der Einsatz für 
jeden . Einzelnen, d. h. der Werth der Rente I fiir 

das Alter a, = i. [-^ -^ :^ 4. :^ + . . 



+ T^] 



5 welcher Werth auch durch ~f — 



ausgedruckt werden kann. ' Dieser Werth der Leib* 
rente, nämlich der gegenwärtige Werth des Ren* 
tenthale'rs I, der jedesmal am Ende des Jahrs an 
die Person vom anfänglichen Alter a, sofern sie dann 
nochjebt, bezahlt wird^ soll künftig mit üa bezeich^ 

net werden, so dafs also Aa 1= --- /*~ ist. 
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AnA. Ijlan mufs tber nicKt unbeaclitet lafsen, dafs, iM 
hier nur ganze JaHre in Betracht gekomnien sind, die Kenten 
jedes Jahrs nur für di^jtoigen Personen berechnet' wer den^ 
welche am Schlufse des Jahrs noch Itben, nicht aber fürdi^jdr 
lugen, die in Laufe defselb^n verstorben sind« 

^ 64. " 
«» Anstatt den Werth der Leibrente durch die 
Zahlen der Lebenden zu bestin^infieh ^ kann man 
denselben auch durch die Decremente ausdrucken« 

Es ist nämlich / t: 4 • + -r-^ + ♦ » 

X I r » 

X ,: ^ , I 

+ — ; folglich hat man (r — I) / — 

t^ r* 

A^ A* A> A- 

_ AS AA A^-^^ _ A- 

r* r^ ' * . r^t — t "i^' 

oder auch, wenn man in der obem Reihe A ^— ;^/ A 
anstatt A^, A^ — ^ A* anstatt Aä etc. setzt> auch 

'A-— ^AÜ 

an dieser Reihe am. Ende noch ■- •' welches 

rx ' 

^^ ist, hinzufügt, (r — I) f — izn 

A — AA , AS _ ^A* . A* — ^A Ä 



> . 






r® • r ' r* 

A^ A* 



ri r* 
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+ I H), wofiir man A — /* — r- schreiben kann. 

rx , / r 

Also wird/™ = — ^ (A— /-— ) oder = 
P(A -/"TT-)» und;ia = -|- (A -J-pr^ = 

t 

Anm*. Man kann sich auch Torstellen, dafs dei^ tJet>e]>< 

nehmer gleich im Anfange für jeden Rentenier ein Grondka^ 

pital p erhält,' "wovon er jäiirlich an Jeden die Rente i zahlt,' 

zugleich aber das Grundkapital für diejenigen, die im Laufe 

des Jahrs nach den Tabellen absterben., zurückgiebt* Da 

nun dieser Abgang in den verschiedeneh Jahren Zi A^ Z\ A~ f 

» 
X — i * 

/\ A^ etc» bis AA >ist> so hat der Uebernehmer in den 

Verschiedenen Jahren zurückzuzahlen p ^A^ p tihr-j p AA^ etc» 

X— 1 . ■ . • ■ 

bis p A A \ wovon; weil die in jedem Jahre Abslerbenden 

für dafsclbe Jahr keine Rente ersahen sollen, und also p AA. 

«ofort im Anfange des ersten Jahrs, p AA^ im Anfange des 

zweiten, vU^ s, w. zurückzuzahlen, ist, der gegenwärtige Werth 

. ■* - TT ^^^ X 

■ AA AA« aas AA 

= p -^T + p -^ t p -^^ t . . t p -;;^:rT ^ 

p / wird. Was al^ d^m Vebemehmer für »immtlictp 
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Rentenirer zu zahlen wäre> ist ~ p A ^ P / —^9 welchea 

I -AAli 
für jeden einzelnen Rentenempfänger beljcägt P— — P/— ^ 

wie vorher» 

§. 6Sy 

Wollte man, um die itechnung mknoch klei- 
nern Zahlen zu füliren, die DifFerenzen der Dfecre* 
mente gebrauchen, so könnte iJies auf folgende Wei- 

86 gescheheM, .Es jst j — ~ zi - jj.« t — — , T* 

^ + - + ^ > folgUch (I - X) /4^ .= 



X 



yo * r r* * r* 

_^ AÄ _ A A- _ J AAt-^ ^ AA.— 
"IT" j.a • • rx rx t 1« *. 

Nun ist, wenn in der obem Reihe A Ä. — ^*A an- 
statt A A*, -A A* — A* A* anstatt A A^ etc. ge- 

AA- — A* A— _ _ : 

setzt,-^ atich das Glied — — rr — — /— «in* 

P* T * 

I ^ AAÄ _ 
zufügt wird, (I — — ) / -^s 

AA^ , AA^— AVAf, AAi— A* A* 



.0 ' r r* 

AA. AA* 



• t 



V 



r r* 



1 



124 Zweiter Abschnicu 

j rx t « "^ r« ~ r* ~ 

• + • • T \ — j welche« mit 

Of A— — / bezeichnet werden kcän« und 

» «^ r^ 

•/ r» r— I x^ T^ 

^A*Afi 
p Cr -4 A-ry — i — ^)» Hjemach wird ila oder 

I r AAfi p 

P (I - TJ"^^ = P tl - "X fr ^^ 

« 

-/— o— )] = i (A-pr^A+p/-^). 

Setzt man diese Operation noch weiter fört^ so er« 

A*A'Ä A*Aa 

hält man,/ —5— zr p (r ^* A — / —^^ $ ^d 

A*AÄ 
wenn man diesen letztem Ausdruck anstatt / 

setzt, Aa tu — (A — pr ^ A + p* r ^* A — 

A* AS 
p* f )• Eben so erhielte man, wenn man die 



vierten Differenzen gebrauchen wollte, A^ 1= 

X (A — pr.^A + plr ^»A-J-p«r ^« A 4- 



t 



I 
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Amo^ Nach deir Sürsmilclisclien Tabellen sind die Dif- 
ferenzen der Decremente oder die zweiten Differenzen der Haupt« 
reihe gröfstentteils entweder ZU. i oder ZI o ; in den Wargientin- 
schen u];idFlorencourtschenXabelIen sind die dritten DiiFeren- 
izen. wenigstens gröfstentheils kleine Zahlen, und es kann wohl 
nicht rathsam seyn,*die angegebene Operation weiter fortzu- 
setzen, zumal da der Glieder immer mehr [so weit nämlich 
nicht einzelne wegfallen,] und die Fötepzen von p immer grö- 
fser werden» Son^t sieht man leicht, dafs wenn man die ntea 
Difierenzen gebrauchen wollte, der allgemeine Ausdruck wäre 

Aa =Z ^ (A -. prAA t P'r A* A — p'r^^A t ♦ • 

A 

J;^ P r A A — P f——-) wobey die 

Glieder, welche die Differenzen mit geradem Index enthalten, 
bejaht, mit ungeradem aber verneint sind* 

Uehri^ens mufs man dabey niclit aufs er Acht lafsen, dafs 
Wo die Differenzennach den Tabellen verneint sind, ihre Pro- 
dufte mit dem • entgegengesetzten Zeichen in Hechnung gebracht 
werden mäfsen. 



^ 66. 

Wenn viele Leibrenten- Werthe nach derselben 
Mortalitätstafel und dem nämlichen Zinsfufs berech- 
net werden sollen, so kann man mit Vortheil das^ 
selbe Verfahren anwenden^ das vorher zur Berech- 
nung der mittlem Lebensdauer empfohlen ist. Man 
multiplicirt nämlich ^die Zahlen der Lebenden der 
Mortalitätstafel vom Jalire an bis zum höchsten 

Lebensziele der Reihe nach mit — ^ — • — ~ » ^— 

r® r . r* 
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» 

etc«9 wonach also die ZfSnl der Lebenden für das 

•^ > 1 
Aller vprt n Jaliren mit ^ multiplicirt wird, und 

schreibt diese Froducte, d. i« die discontirten Zah- 
len der Lebenden^ der. Reihe nach unter einander. 
Oemuächst summirt man dieselben von unten 
und setzt jedesmal die Summe von n Producten von 
unten an %ur Seite des nten Products von unten« 
Noch fügt man zu mehrerer Bequemlichkeit vor- 
ne in d^r Tabelle die Jahre des Alters hinzu. Um 
nun die' Leibrente fiir das Alter a zu finden, darf 
man nur die Summe der discontirten Zahlen der 



Lebendeury so wie sie bey dem Alter a 4* I steht» 
mit der bey dem Alter a angeführten discontirten 
Zahl der Lebenden dividiren. !Bs i$t<nämlich, wenn 
A die Anfangszahl in der Mortalitätstabell^ für das 
Alter a ist, die Summe der Producte bey dem Alter 



r 



afi ^ata j.at3 ^afx 



und da das bey dem Alter a aufgeführte Product ZU 
iSt , so erhalt man / — : 



r* r^ r* x^ 

X /»'A*i , ' 

1 — / — ZZ Aa, wie oben* 
h ^ r* ' 

Anm. Eine Tabelle dieser Art nach der Süfsmilchschen 

Sterblichkeitstafel nnd dem Zinsfijfse vor 4 Procent findet 

m^xi bey Tetens a» a» O» 'S» 89, wigleich mit de? vorhin er- 



\ I 
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' . • '' 

wähnten Tabelle zur Betechnüng der Lebensdauern« ** Herr 
Brune hat in aeiner JSerechniing der Lehensrenten etc^j ^T3.CseT die- 
ser nach Süfsmilchs Sterbensordnung verfertigten Tabelle, Sei- 
te 235 noch eine andre na<^ der Waigentinschen Sterblich- 
keitstafei für das männliche Geschlecht geliefert» 

Herr Morgan empfiehlt in seinen Frinciples etc. S* 29 ^ 
als Torhvr ganz unbekannt und yon ihm erst erfunden, eine Me^ 
thode zur Bereöhnung der Leibrenten , oder eigentlich zur 
Prüfung dieser Berechnungen, welche Methode auf den ersten • 
Anblick von derflwrhin angegebenen verschieden zu seyn scheint» 
jedoch im Wesentlichen damit zusammenfallt« Diese Metho- 
de beruhet, nach der im gegenwärtigen Werke gebrauchten 
Bezeichnung, allgemein ausgedruckt, auf folgender Gleichung ; 

n n f I n f 3 x 

r^ * a t n=: r- t • ^,— t» «t 



Ar^ Ar"t^ Ar" t ^ Ar^ 

Wenn in dieserGleichung auf der rechten Seite des Gleichheitszei- 
chens alle Glieder berechnet werden und die Summe derselben 



n 

A — ' 



^ a f n ist, 80 ist dies ein Beweis, dafs derWerth 

An r' • 

r 

von l ^ ^ j^ richtig «ey, Dabey nimmt Herr Morgan für A 
beständig dTe Fundamentalzahl der Mortalitatstabelle, wo al^ 
fXZi: o und 19, f n ^ iln wird. 



Aus der angegebenen Gleichimg erhält man >t a f n 
nfx.w- n*|-2. X n. 

= (■— =^ t —^^ t • • t ^—) : -^= , und 
yi^ T I x" t a , ' t^ r" 

wenn, man a zz' o setzt, wo dann A die Fundamentalzahl des 

n 
Tabelle, imgleichen A"^ die Zahl der Lebenden vom Alter n 

n f I n + a 

etc» ausdruckt, so hat man 3in~C ^ t ■■ f ♦ ♦ 






I 

I < 
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X n 

t ) : 1 Diese Methode also, welche Herr Morgan 

^ r* r^ . ' 

sonst nirgend gefunden hat, besteht darin, dafs ^man, um die 

Leibrente für das Altersjahr n zu erhalten, die discontirten 



Zahlen der Lebenden vom Alters jähre n -f i an bis zum höch- 
sten Lebensziele < summirt und diese Summe mit' der discontir- 
ten Zahl der Lebenden vom Alter n dividirt, wobey man noch 
die von Morgan verlangte Arbeit, diese discontirten Zahlen 
der Lebetiden durch die Fundamentalzahl in der Sterblichkeits* 
tafel zu dividiren, sparen kann«. 

Anm. 2| £s giebt noch eine andre Formel zur Berech- 
nung der Leibrenten, welche ich der Vollständigkeit wegen 
hierher setze« £s ist nämlich Aa oder ' 

I / A* . Aä Ai _ . I ^A — M 

-A"C— t-^T' + Tr'f • •^ = X^ — T^ 

• A— i!\A — AAx " A — AA— Z^A^ — AAi _\ . 
t r f — : t . .) 

t i'i i'^ i'i 

t AA* /- + AA*/ f . .), wo. die Summen^ 

■' T»» f~7i* -/rr ""• ""* — » -^> — r- "' 

r^ r* r' V r r* r* 

X 

£»gea und sämtlich bis — ^ — ^ fortgehen«. Anstatt äei- 



een hat man auch 1% rz '■ — (üA^ f 

m 



r« 
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Wö all6^ Summen mit 



aniangeii < und mit dem bttzeich« ,■ 



neten Gliede aufhören« Nach diesem Formeln liefse aich 
auch eine Hülfstabelle zur Berechnung der Leibrenten ein'* 
richten! indefsen wäre diese Tabelle nicht yon so ausge^ 
breitetem Nutzen als die % oben gedachte über die discon-« 
tirten Zahlen der Lebenflen , die auch bey den Verbin« * 
diuigsrenten mit mehrerexn, Vorthell zu gebrauchten »st« 



J. 67. 

Bisher ist angenommen, dafs die Leibrente am 
Ende des Jahrs, mid zwar an diejenigen, die dann 
noch leben, befahlt werde. Soll' sie aber auch fui* 
diejenigen bezahlt werden, die awar am £nde ded 
Jahrs verstorben Und, aber einen gewifsen Theil 
desselben noch durchlebt haben, sa wird der Wetth . 
der Rente gröfser ausfalfen müfsen« 

Wollte man ntm, um eine «pätefhirt itlehrmalai 
vorkommende Gröfse vorläufig zu bestimmen, an- 
oehmen, dafs für jeden Abgehenden, am Ende deö , 
Jahrs, worin erstirbt, noch einmal ein Voller Ren* 
tenthaler bezahlt werden boUte, so würden, wenn dic^ 
Personen anfänglich vom Alter « sind, diese llen- 
tenthaler auszuzahlen seyn aöi Ende de« el^stert 
Jahrs für ^A , Personen, am Ehde des zweiten Jahr< 
f^ z/Aä, des dritten fiir 4A^ etc., so wie am En- 



X — t 



^« des xten Jahrs für ^A" — '-. Wenn die Zahlung 
ledes Jahrs auf den Anfangstermin discontirt und 
**l>er alle Interefsenten vertheilt wird, so ist der baa- 

I 



i • ' 



« * 



■ f 

V 
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•» 



re Werth für jeden Einzelnen == -^ ( -f- 



"TT" + — ,- + V + -^^ ^ — ArV ^T^' 

r 

Diese Grolse^ nämlich der gegenwärtige Werth. ei- 
nes Thalers^ welcher für jede Person vom änrangli- 
.chen Alter a.'am Ende des Jahrs » worin sie stirbt^ 
bezahlt wird, soll künftig der Kürze wegen mit ^ 
bezeichnet werden. Es izt dies der Werth des 
Sterbethalers, wenn er am Ende des Jahrs worin 
der Todesfall eintritt bezahlt werden soU. 

, Uebrigens findet man den Werth der gedachten 
Gröfse auch aus der Leibrente« Es ist nämlich nach 

§. <f5* it = p — p -j^f—^z=z p — pr 

p — Aa X Aa 

und folglich ist ^a =: -^ • 5=: — 

o pr r pr' 



Wenn die Rente für diejenigen ^ welphe iin 
X«aufe jedes Jahrs abgehen > nur auf einen gewifsen 
Theil der Zeit beschränkt ist, und angenommen wiii 
dafs das Absterben^ innerhalb einesj eden Jahrs fö^ 
^ich, gleichmäfsig geschehe, so läfst sich der Wertl 
dieser Zahlung nach depi Vorhergehenden leicht be* 
stimmen« Sollen nämlich nur alle diejenigen, welche 
em halbes Jahr durchleben, noch eine halbjährige He* 
bung geui^lsepi ao leben üi de» MHtt deü eritenJ«!^ 
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Ton den in .diesefn Jahre abgehenden Personen tiö^ch 
i^lA) in der Mitte des zweiten Jährt J^iA-^ desdi^it« 
ten f AA-^i etc^ und da jeder nur eine halbjährliche 
Rente bezieht ^ so erhalten sie zusammen nach und 
nach i ^A 4* 5 ^A? 4" 1 ^^^ + .**^ welches, 
nuf den Anfangstermin discontirt und über alle In* 

4 r . "'i -, « ^^ . ^Ai 
terelsenten vertheilt, =2; — - C 4» ^ + 

4 A ^ r, * *^ r* ~ 

Akt ,,_•.-, * ' ^ ^ . 

- — — - + * 4) rr: j ^a ist* 
' r* • ^ - 

Sollten dich Vierteljahre mitgerechnet und da« 
für die Renten an die in jedem Jahre Abgehenden 
bezahlt werden^ so leben am Ende des ersten Quar« 
tals im ersten Jahre | des Decrements, am Endd 
des zweiten Quartals |^ und am Ende des dritten 
Quartals 5, und, da für jeden «Abgehenden jedesmal 
} der Rente bezaihlt wird, so beträgt dies J (J -f- 
I + ^)^A rzrl^Aj eben so für das zweite Jahr 
i A AS für das.dritte Jahr | Ak^ etc« Der gegen- 
wärtige Werth aller dieser Zahlungen, über* alle In» 

terefsenten vertheittjistz: — r ( 4** + 

8 A r • r» / 

Ahx 

Sollteh überhaupt die Renten für die , weleh« 
im Laufe des Jahrs absterben, auf jedes — , da«Ji« 

noch durchleben« beeechnet ttnd mit — füV H4«» 






i% 
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' Zelttheil jedoch wieder am Ende des Jahn bezahlt 
werden > so beträgt ^es für das erste Jahr 



n 



n 

X 



n 



^ A -1- — « ■ " ' « 

■ n n 



^ JA + 



"•^5 ^A I I * 

— ^A -p • • -p — 



AA =: 



a — 1*11 ^ A ^^ n — t 



an' 



*— JAZZ 



3 n 



JA; eben so für 



zweite Jahr 



2 n 



JA^ etc. Wenn Alles auf 



den Anfangstermin discontirt und über alle Interes- 
senten vertheilt wird, so' ist der baare Werth - 



n 



an 



i^a. Setzt man aber n = 00> d. h« wird 



die Rente für jeden kleinsteh Theil den Zeit bezahlt) 
so wird der Werth = f -ö^a. 

Dies ist also die Gränze für das^ was zu dem 
Wertha der LeiWrehte, so- wie sie vorher bestimmt 

worden, noch^ zuzulegen ist, wie klein — ^ auch 

* ' ,11 

angenommen werden mag, und der vollständige 
Werth der Leibrente, die am Ende des Jahrs so- 
wohl an diejenigen Interefsenten, die dann noch le- 
ben, als für diejenigen, die im Laufe des Jahn 
verstorben sind, jedpch nur bis zum Todestage, be- 
zahlt werden soll, ist n: ;,a -f- f -^a- Da übrigens» 

wie im §, (J?. bemerkt, ^a ~— _ 



;ta 



so 



bat 



xntn den Werth dieser Leibrente ":: Aa -^ 



^ P r 



l 



a c 



(r 



2^p r 



> Aa + 



-. Sonst 



2r 
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ist auch noch Aa + f ^a — r^ + 

- Ar < 

A*tiAA^ .. /A5ffAA^^ ,,AtA^ 

r* ■ ■ r^ * ^ i 

•^ A r» T • • -r ^^x -» 

« (^ * a - I + Aa). 

A • , 



^ 69. 

Wenn aber die Leibrente nicht auf einmal am 
Ende des Jahrs, sondern in Terminen während des» 
selben^ und zwar so, dafs die Theile der Rente deu 
abgelaufenen Thellen des Jahrs proportional sind, 
bezahlt werden soll, so müfsen von den in jedem 
Jahre vorfallenden Terminen noch die Zinsen bis 
zu Ende des Jahrs in Rechnung lioÄunen. 

' SoU also zuerst die Reute halbjährlich bezahlt 
werden ,, so bekommen , diejenigen , welche jedes- 
mal das ganze Jahr durchleben, jeder einenhalben: 
Rententhaler in der Mitte des Jahrs und einen hal- 
ben Thaler am Ende defselbenw Der haare Werth 
des letztern auf alle Jahreist für jeden Einzelnen = 
f Aa, des erstem aber, da die Zahlung an sich eben 
80 grofs Ist, durchgängig aber ein halbes Jahr früher 
geschieht, =? { r» Aa, also beides zusammen =r 

l(r«+ 1) ia. 

Aufserdem bekommen noch diejenigen, welche 
In den verschledtnen Jahren abgehen, aber in der 



^ / 
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jyCtta derselben noch lebeif t nämlich «tK:cersiT 
5 JA, \ AA*, i JA^ etc,, in diesem Terpiiu^ ]c» 
der in. seinem Sterbejahre^ einen halbeit Renten* 
thaler« Geschähe diese Zahlung jedesmal am Ende 
des Jahrs, so würde ihr Werth auf alle Jahre für 
jeden Einzelnen =^ ^ ^a, da sie zwar an sich selbst 
eben so grofy bleibt^ aber ^in halbes Jahr früher 

ßUig wird, 50 ist der Werth s=: -7- ^a* 

Beides zusammengenommen giebt den Wertb 
der halbjährlicli zahlbaren Leibrente zzi 

IX 



♦ i* -f* - — ^a.t 



Für r = 1,04 wird dieser Werth sr 
2i^~^ X4 -|- 0,254951 <^a — J>009802 Aa + 

0^254951 ( r ' — r-^ ~ 1^000096 • *a -f 

0?245I46i sehr nahe =: Aa + 5, Für r == 1,05 
ffrhält man ÄUf dieselbe Weise den Werth s= 
l,0OOI49t Aa + 0,2l439?7, also wieder nahe Aa-^^. I 
Sollen die Termine der Zahlung vierteljährlich 

1 eyn, so bekommen 

t 

diejenigen I welche jedesmal das ganze Jahr 

4urobleben| am Schlufse jedes Quartals | des Ren- 

(eutbalers, , Beducirt man diese Termine . a,uf den 

Anfang des Jahrs^ $0 ist der .Werth derselben über* 

u . * r* t ^^ t r^ ♦ « , 



/ 



f 
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i • ■ ■ . • 

h Ferner sind zu zahlen an 4^e im Laufe jede§ 

li Jährt Abgehenden drey Termine, nämlich J Tha- 
ler am £nde des ersten Quartals an diejenigen drey 

.; Viertheile des Decrements, die dann noch leben, J am 
£nde des zweiten Quartals an die noch lebende Hälf- 

' te des Decrements, und f am Ende des dritten 
Quartals an das dann noch lebende letzte Viertheil. 
Werden auch diese Zahlungen auf den Anfang det 
Jahrs zurückgeführt, so betragen sie zosammeiL 

i . 5 r^ -Ö^a 4- f . J r* ea + } . J r^ ^a =r 

1 ' i. 1. 

T^ ^^- 

Beide Theile zusammengenommen geben also 

den Werth der vierteljährlich 2ahU)aren Leibrente ~ 
• X ' i 1. X X 

-4 ^*+ 16 ^~ ^*- 

Für r =s; 104 erhält man diesen Werth = 

I>0 14877 *a 4. 0,383688 »^ = 1,014877 Aa •+- 

"■ ' I Äa % 

0,383688 ( • -^ — -) = 1,000120 Aa + 

1,04 a6 * 

0,368931» oder beinahe r= Xa -j- |. Für r =r 

l,0a hat man den obigen Ausdruck == 1,018559 ^a -^ 

0,38S842 ^a ' 

= 1,018559 *a -f 0,385842 C— ^*~-') 

V 1,05 21 -^ 

= 1,000186 U + 0,367468, ebenfalls wieder 
nahe Aa + |, 
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Soll die Leibrente überhaupt in n Termineia 

des Jahrs jedesmal mit — bezahlt werden, so ist 

^us den vorhergehenden Gründen zu berechnen ; zu- 
erst dasjenige, was jedesmal die d^s ganze Jahr hin- 
4urcl| lebenden liiterefsenteid erhalten. Da nun 

« 

jjede terminliche SUihlung ;= der jährlichen 



n 
m 



Rente betragt^ auch wenn sie ■ vor Ablauf des 



m 



Jahrs (allig ist, mit r multiplicirt werden muls , 
#o i^t der gegenwärtige Werth dieses Theils der Reu- 
le auf alle Jahre für jeden Einzelnen =;;; 

— ^— (r « -fr » +..-}- X) iÄ 






Ferner ist zu berechnen, was diejenigen, wel- 
che im Laufe all^r Jahre abgehen, im SterbejaKre er- 
halten. . Da die Anzahl dieser Interefsenten nach 

Verhuf von — des Jahrs, rz ' ' ^ '^ des jedesmaligen 



Decrement^, nach Verlauf von — des Jahrs, 



n 



«MF 



— ■*»- des Decrements, überhaupt nach Ver- 



I «^ 
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m 



lauf von — desjahrs^r: 



•^ n — 



des DecremeiiU 



n n 



ist^ tmd jede Termin$zahluQg durch die Multiplir 



m 



cation mit r ' auf dem Anfang des Jahrs redu-* 

cirt werden mufs^ so ist der Werth dieser Zahlun- 
gen aller Jahre für jeden Einzelnen sis 

n — 1 ^ n *— 9 



s 

n 



n -- a 



• f 






&a 






— : — + -r-.+ 



♦ • 



n — (n — O 



) 



r ^a« 



^Hiervon find^ man nach^ der Formel des $• 38*f 

s 

t 

wenn jnan nämlich in pa «-«* pr / * - ■ ^anstatt des 



dortigen 9 hier n^ anstatt r hier r^ und anstatt p ^ 

— • setzt , den Werth 



oder — ^ hier 4 — i 



y — X 



n 



= V C-i 7 — fr ) '* 



a 



— • n 



* -^ l / 



r" ~« 
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-7- j^ 7^ C1-7); r^ 

I 

-f ! lLL-I^^*«. 

n(r" -0 a*(r''-t)« 

Durch Zusammenlegung , beider Theile erhält 
man ^Iso allgemein den Werth der in u Terminen 
zahlharen Leibrente 

1 

i n 

t -^ X ^ t T Cr ^^ 1) \ 

= -7-^ «a+ (•-T-' ^ -^ *^' 

, xi(r"-0 n(r°— n» (f° -0** 

« ■ 

Wenn man aber n =: 00 setzte so w^*d r^ 

# 

X . . 

= i, und h (r*^ — I) = log. nat.r Q^.^Ig); folg- - 
lieh erhält man den ~Werth der in augenblicklichen 
Terminen zahlbaren Leibrente = 

:ni_ ia + r L— ' •" '— ^ *a, 

» ntt^ r xlog» naU r (loig. nat. r)*y ' 

pder auch, wenn man wie oben n anstatt , — 

log, uAt* r 

und p anstatt setzt* ss ila + 

r— I / p . * 



r 
log 



« > 



Von Renten etc, auf ein einz. Leben^ 1 59 

Da ferner ^a ==: — — ""^^^ ^^ ^^^ ^^^ 

• •• - ' • 

auch Ja + (nr -^ ) #a = ^a + 

^ » p. -^. V r . pr -^ P r * 



'Z 



pr , pr ^ p • *^ ^ 

Für r := 1,04 ist dieser Ausdruck = 
1,000128 ^a!+ 25,496732 — 25,003205 = 
1,000128 Aa ~ 0,493527, beinahe Äa.4- f. Für 
r ri: I,Ö5 wird der gedachte Werth ir 1,000205 
Äa *|- 0>49I9, also gleichfalls beinahe Aa -|- f . 

Anm, Die im voriiergelienden J* «uejret angegebene Foi*- 
mel gilt allgemein für jeden* Werth von n* Tür n HI 00 fände 
man das zuletzt angeführte^. Resultat auch durch die Integral- 
Rechnung auf folgende" Weise» Wenn die Anzahl der augen-< 
blicklichea TermineZln ist und der augenblickliche Terminal 

— ? — der Rente, «o ist der Werth defsen was im etsten Jah- 

n - >' ' 

XO zu zahlen ist für ^jeden Einzelnen : 

X 3 

t A'^'^^A A— 7aA . , 

— A^C~"1 + . ^ + 



n ^n 



' 1 •- > ■ 

u »'^ *^ ^B^ 









140 Zwdter Abschnitt. 



' t a 5 



An Cl^ 



a^ 1^ 5 



+ ...). . I»t tfber o rr 



r« if'» r'» 



00 und wird dio vorlloüteiio Zeit. dM Jalirs x genanht, so »st 



— ZZ dxi und — ; — • (— ^ + - — t • •> wird «^ 



V * JL JL 

Ä ^dx - • ^^^ Ä fl » I ^ 

rn 






!^A /• xdx 

=— ^ / — • ^un ist naeh $• 42. • wenn nach gescho^ 

A /• dx 

hener Integration x ~ i gesetzt wird, ""t^ J 



rx 



A «r A * . A w 



:rfA >.xax .^A^ 9r «« 

Femer ist eben danach ———/—— ~ --— (jjft— — — - ) 

A •^ rx A ^ r r 

_AA w« (r — i) » ^_. «* «^P^ A A 
Ar r ''^ pr pr A 

(^ — p) _j — ^ Folglich wird der WertA der Zahi 

« A I» , \ AA 

luiig des . ersten Jahr« :^ — . ■ '■■ »— ^ (w •*- pj tä— • 

pr A . pr Ä 

Aul ähnliche Weise erhält man den Werth fiir^das ^rweita Jahr 

it A^ ^ / X AA^ ' ^. .^ • 

r— — — (jT '— p) mm i ■ etc» Diei gicbt also 

pr Ar pr *^ Ar . 

n A A* 

für alle Jahre den Werth ZZL-— (-r- + — r^- + ♦ 4 

/ >r ^A ~ Ar ^ ^ 



/ 
/ 
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P^ Vi P P'^ 

_. Xa - ~ (« - p) C— — —— )rz^ Äa + 
pr P ^ P*^ P Jc 

^— — + -— — •— ;; Aa-H n — (indem 

pr pr ' r P* ^ pr 

n w (r — x) _^ n , '« , 

pr r r. pr * 

« V 

— • nj9 



Will man die Zwisbhenzinsen für die Rente 
in jedem Jahre hach dem arithmetischen Yerl^ältnis- 

Te berechnen , nämlich ^ für — des Jahrs mit 

n 

— • (r — i\ 80 mufa der Werth der Leibrente '.et- 

Was grofser ausfallen als er im vorhergehenden (• 
ai^gegeben worden. Wird dabey angenommen» dafs 
die Rente in n Terminen fällig werde^ so ist die 
Rechnung folgendermaafsen zu führien» * 

Von den AenteUj^ welche an diejenigen Interes- 
senten bezahlt werden» die jedesmal das ganze Jahr 
hindurch leben» ist dbr letzte Termin aller Jahre s 

fiir den Einzelnen zzz — Aat Der vorletzte Termini 

n 
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der -^ des Jahrs früher bezahlt wlrd^ist^auf denAnfangs- 

, n 

terminredueirt^ .wenn man der Kür2e wegen u anstatt 
r — I setzt, r: — - (I -^ — ^ ) Aa, der nächstyorheige- 



9 0^ n 

hende Termin ::l — (t -^ — —-)Aa etc. der erste 



Termin aller Jahre^=: — (I + -u)Aa. Also 



n 



wird der gesammte Werth dieses Theils der Rente ..^ 

-i-ci +(1+ ^)+(i +-4^) + .. 

n n n 

-f (I + -^4^)] Aa = -1. [n+ ^(1+2+- 



+ n — I)] Aa = (I + JLni- u) la. 

an 
Ferner ist die Anzahl der im Laufe jedes lahrs 
Abgehenden, welche deti ganzen Termin durchlebt 
haben, im letzten Termin zzz 0> im vorletzten Ter^ 

min ^^^ — des DecrementSji im nächstvorhergc* 



n 

n 



henden Termin HZ — des Decrements etc., im er- 



sten Termin jedes lahrs m des Decrements, 

und jeder dieser Interefsenten bekömmt in jedemTermin 

— der lahrrente« Der letzte zahlbare Termin, der 

n 

— vor Ablauf des lahrs bezahlt wird, ist m 
n 

1 ' u 

^-- (I -|, — ) ^a; der vorletzte Termin wird 

2 au ' 

^ "^ (I 4" — ) '^^ ^*^«> ^^^ erste /Termin al- 
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ler Jahre m ^ .^ (i -4- 2 1 uV ^a. ,A11© 



Termine ztisammengenomm^n betragen also 

+ ^^ (I + ^^^)]^a pi-ij (I+2+.• 



+ n — I), ^a + 4-(l+2* + ..4-n — ia)u^a 



n— t ^1 n— 1^211— I 

^a + — -— tt ^&su 

Folglich ist der gesammte Werth dieser Rente 



n 



"+-''7^«>*» + ^-'Tr^ +• 



n *— -X . an — ■, i . 

7"^ 1 ^) '^^ 

a • 5 « n' ' 

Setzt man aber n zzr oo und restitiiirt r — 1 

fBir u, so erhält man hienach den Werth der in au- 

• -. . . ' ^ 

genblicklicheh Terminen zahlbaren Leibrente mi 

~ 5 ~ 6r • 

I^ür r zz 1,04 wird dieser Ausdruck ZZ 
1,000256 Aa+ 0,493589; für r r: l,0S aber wird 
der Werth zz 1,000396 Aa -f- 0,492062, wieder 
in beiden Fällen nahe Aa -{* $? 

Anm, it l^otfi^s fiebt in seiner Berechnung ^er Leibren- 
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ten etc. äen Werth der liier bestimmten Leibrente an tZZ 

j^ 4. 2.^ JL^ai^es "t »^©J^ »icht richtig« Teten« seUt 
5p 



xiämlich die Somme der Quadrate Ton s bis n «~ x .w 




a . 3 ' a.3 

^ Wenn man diesenFehler berichtigt, ao erhält man ausTetensBerech'- 

r *^ X 
nung den Werth der Leibrente !^ ita f f — r-*- ^a* Da 

■ ■ -ö- a oder r— ^ a ^T^ —: — ^ — —i * a > 

'6 6p 6pr 6p*r 

eo hat man hieraus den oben angeführten Werth« 

Anm* 2,^ Nach> den vorhergehenden beiden $» $. kann man 
also den Werth der Leibrente, wenn sie halbjährlich bezahlt 
werden soll, zu ;ta f 1« wenn sie vierteljährlich bezahlt wer- 

den soll,, zu Xa, f {, und w^nn sie in noeh kleinern Terminen 
fällig ist^ zu Aa 1 1 unbedenklich annehmen» 

^ " ' §. 72. 

Bey einigen Leibrenten- Instituten ist es ge- 
bräuchlich, dafs die Renten zwar bis zum Todestage 
der Interefsenten 9 aber erst in den gewöhnlichen 
Terminen, ausbezahlt werden. - ^ 

Sind diese Termine halbjährlich, so istt 
1) der rej^artirte Werth defsen, was die jedes- 
mal das ganze Jahr durchlebenden Personen erhalten. 



a 



wie vorher = f (r -|- I)^a, 

* 2) die Abgehenden leben im Anfange ded Jahrs 
noch alle, in der Mitte des Jahrs zur Hälfte; im 
Durchsnitt also leben davon im ersten Halbjahre i 



• ■ * ' 
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• wovon Jedei* in diesem Termin die Rente f bekömmt* 
Im letzteU Halbjahre lebt anfanglich | des Decre-> 
mente, ^im Ende Keiner; im . Durchschnitt lebt also 
im.2ten ifalbjahre ^9 -wovon Jeder ebenfalls die hal« 
be Rente in diesem Termin erhält. Folglich ist der 

.' repartirte gegenwärtige Werth deisen^ was die im 

. Lanfp jede» Jahrs Abgehenden erhalten, ~ f (1 r«"*!* 

Beides zusammen giebt den Werth der X^eib«. 

» «. 

tente = | (r^ + I) ^^ | (j r^ -j- i) ^\^ und 

I X a 

wenn man • "^ • anstatt ^a setzt« so er- 

r pr '. 

hält man den Werth dieser Leibrente r=: 



* 



t 



.i 



8 r % 8r 

Für == 1)04 wird dieses = 0>99b386 t« -(■ 

0,487909« 

Bey Tierteljährlichen Terminen wurde aus deti 

nämlichen Gründen diese Leibrente ss J (t* -f- , , 

ri-f.r5 + I). ia + Ä (7i^ + 5r* -f Sr^ +1)*«» , 
welches für den Zinsfufs von 4 Pf'ocent' p»96524^ 
Aa -J* 0,4909 ir giebt. 



Koch ist die Bestimmung denkba)^, die auch 
bey der Kopenhagener Versorgungsanstalt wirklich 

K 
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angenommen isty dafs alle diejenigen Interefsenteny 
welche im Anfange jedes halben Jahrs leben > die 
Rente fiir das volle Semester ^ aber erst am Ende 
defselben^ .als dem gewöhnlichen Zahlungs-Terminy 
erhalten. Dann ist der repartirte gegenwärtige 
Werth defsen f was die das ganze Jahr / hindurch 
' lebenden Interefsenten erhalten^ wi^ vorher^ = 

i (r* + I) ^*' ^^^ repartirte haare Werth des- 
ten> was die im Laufe jedes Jahrs Abgehenden er- 

halten^ wird aber = |(r» + |) ^a = } (2r* -f- 
1^ 4^a. Folglich wjrd der vollständige Werth die- 

«er Leibrente P= f (r^ + l) Aa •+• J (2 r*+I>^Ä 



Aa •}»• 



^ r * 4 r 



§• 74. 

Den Werth der Leibrente n^cA der Hypothe*^ 
$C des gleichmäfsigen Absterben$ findet man am be- 

quemsten aus der Fprmel Aa :;= p CI /-- — )• 

Ay r^ 

Wenn man nämlich A =: «^ d. h. der Alterser« 

gänzung (yr das Alter a gleich setzte so ist 



r« 



r ' «• ^ r^V^ r« < ' r« 
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AAä. 






6der auch 



= pa~ 



P r— + 



« r« 



trwlj* 



r« 



r-a 



0- 



Sollten für diejenigen, die im Laufe jedes JfahM 
Abgehen^ ebenfalls bis zum Todestage, folglich int 
Durchschnitt bis Zur Mitte des Jahrs> die RenteAi 
lind iwar am Eiide des Jahrs^ bezahlt werden^ id 
erhielte matt den Werth davon nach detii im' j. <Jf 
angegeb^nett allgemeinöti Ausdrück i::: 



f ^a rz 



-nTvf 






Wenn nun wieder A —^ 



gesetzt wird, so ist, da dann jedes Decrement — 1 wir<t| 



317) 



' /' 



Wenn die» zu iet 



r« — * ' a« •/ r« 

vorhin angegebenen Gröfse hinzugesetzt wird> «oij^t 
der Vollständige Werth <^inei: solchen Leibrente ^ 



P — 



ipr-^i 



/ 



P a ^ 



t f t 



■/^)- 



* 1 et ^^ r^ * "~ . , 3t Ä 

Exd Wam also die Altersersefgänzüng öder ^ 
tZ. 25> und suchte nttin die Leibretttä äüf gän2# 
Jahre,, la hatte inani 2ii 4 Fr&cent gereichn^rt i 
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p _ -?^^ r — L- = 2S — ^ 16,98371 = 

25 — ISÄZ67 = 9^7733, welche Leibrente nach 

' Snfemilchs Sterhensordnung dfem Alt;er von SS J^iren 

zugehört. Den vollständigen Werth dieser Rente 

bitte man = p (I — / ) — 

25 ri - -^. I(J,9837I) = 25 (I - 0,597359) 



$.75. 

Sollen die Renten nach^der Hypothese in, au* 
gmhlicJdichen ^Terminen bezahlt werden, so Ut die 
_ (« — X) dx _ dx I ^xdx 

J^eibrente-/ ^ rx -J~r ^-Z^S"- 

dx ^ ^ . , ^ /^^ 

Nunist /•--== ^— "TT (42)5und—y-r- = 
^ yX ' r*" « r* 

— ( /* ) [ebendas.]. Folglich wird 

J . arx ^ rx „ J TTX *^ 

I . . 

■ > und wennxmagesetzts wird, so ist der ge- 

#nr ^ dx ^ dx 



suchte Werth ZU ;r ^— / • '" » (wo A- 

die Zeitrente in augenblicklichen Terminen auf die 



> I 
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Zeit X ist) oder, auch / — ' — 

p« -^ r« , « . a r« 

* '■ . . 

Anm« Wenn man ^ach dieser Hypothese die Leibrenten 
berechnen will, so kömmt es darauf an, was als höchstes Le- 
bensziel oder Alters organzung anzusehen sey. Nimmt man 
ein lur allemal ein unveränderliches Lebensziel an, wie is 
Moivre] so weichön 'diese Leibrenten Von den. Leibrenten der 
empirischen Sterbensordnimgen beträchtlich ab» Will m«Ma. di* 
Leibrenten der Hypothese mit denen einer erfahrne gsmäfsigen^ 
Sterbensordnung einigermafsen an Uebereinstimmung bringen, 
so mufs man, da n^ch der ~ Hypothese die AltersergänÄung 
gleich ist der doppelten mittleren Lebensdauer ($. 61), für /«- 
des Alter die aus der zum Grunde zu legenden Mortalitätstabel- 
le zunehmende mittlere Lebensdauer, mit a multiplicirt, als 'AI- 
tersergänzuirg ansehen, und danach die hypothetische Leibren- 
te berechnet!. Wo künftig diese hypothetischen Leibrenten 
als HiUfsmittel für die Auffindung der Näherungswerthe werden 
empfohlen werd(<n, da wird dabey immer, wenn nicht ausdrück- 
lich d^« Gegentheil bemetkt wird, vorausgesetzt, dafs. die AI- 
tcrsergänzung gleich der doppelten Lebensdauer für das gegebene 
Alter und nach der Tabelle, worauf die Rechnung angewandt wtJr- 
densoll, genpmmen werde. Wie übrigens die wahren Werthe der 
Süfsmilchschen , Wargentinschen und Florencourtschen Morr 
talitätstabelle zu den Leibrenten nach der Hypothese sich ver 
halten, zeigt die folgende Tabelle worin di^ Leibrenten für 
die vorne angegebene mittlere Lebensdauer, zu 4 Proccnt b^ 
rechnet, sowohl nach der Hyppthese als nach don drey heaana 
teil Sterbensordaungen |Dgefiihrt sind« 
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Xieibrenten 
(ur die gegebene Lebensdauer« 



dauert 

475 

45 

421 

40 

37|- 
35 

32^ 

30 

27J 

25 

22i 

ao 

I7| 

IS 

J2§ 

JO 

71 

4? 



n, d. Hyf o-» 
these, 

18,3327 
17,9895 
17,6259 

17,2275 - 

16,7908 

I6,3Ip6 
15,7813 

15,1965 
14,5487 

13,8293 

13,0284 

12»I347 

11,1349 

10,0136 

8,7530 ' 

7,3326 

5,7281 

3,9118 

1)8505 



p, Sülsiii))cli, 



18,264 

17,764 

17,379' 

16,784 

1-6,175 

JS,486 

14,766 

13,963 

13,106 

12,127 

11,053 

9,891 

8,587 

7,125 

5,548. 

3,818 

. t,85I 



f 



n^ Wargen-? 

nnmögl, 
18,886 
18,5JI 

18,025 
17,495 
16,937 
16,332 
15,682 
14,986 
14,150 

J 3,269 

12,316 

1 1,222 

10,038 

8,700 

7,245 

5,597 

3,830 

I;S4( 



9f Deparc)- 
' eux, 

19,022 

18,782 

1,8339 

17,901 

17,471 

16,978 

16*484 

15,860 

15,087 

14,317 

13,404 

12,390 

11,268 

10,056 

8,745 

7,2«3 

5,639 

3,831 

1,8^7 



' §. 7^ 

Will man aus der Ijeibrente für da« Alter a die 
li^ibrente Jur das um ein Jahr höhere; oder nie- 
4rig;ere, Alter bestänmen, so kann' die« auf folgen« 

de W§i|e geschehen. JEs ist ia =; -L, c_ 4, 

I A* , 

C-z- + 



A* , A^ 

51 T-^ + f^ndU-^ I 



Ai 



r* 
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At , A4 , f , ,. u Ai , —: — 1 At • 
— + -^T+- lolghch -T — * a 4- I sr-r— ( — + 
r* ' r'^ ö Ar •^ A ^r» ~ 

AI A4 , A* . A* : — 

r« ' r* * Ar ' Ar ; * 

zz-^ (_ -J- _ -f. — ^ . .) = Aa. Also wir4 
Ai- 



Ar 



Ci -f" * * 4" I) ^^^ ^* » ^^^ * * +. I 



Sucht man aus der Leibrente für das Alter 
a -f- I die Leibrente für das um ein Jahr niedrigere 
Alter .a^ fto hat man^ wie eben angeführt, Aa = 



A^ I t Aa t I «r-n t ^ . I 

~- , ^ Will man b anstatt a + I, ai- 

A r . 

so b — I = a7 ferner B == A* und B*"^ anstatt A 

\"u ' 1 ^: B J t ^b ^ 

setzen, so erhalt man ^ b — I =: — - ■ c • 

Wäre 2. B. nach der Süfsmilchschen Sterbens- 
Ordnung und dem Zinsfufse von 4 Procent für das 
Alter von 51 Jahren die Leibrente =1 0^5752 ^e- ^ 
geben^ so wäre fiir b — I = 509 da nun B"- =2^. 

, -» . * aqi 11,675» 

300 und B' == 291 ist, l. SO = -r^ 7^ 

I0>7961> wie auch in den TabeUen angegeben ist. 



$. 77. 

Auf eine ähnliche Weise kann man aus der 
Leibrente für das Alter a die Leibrente für das AI- 
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mmm^ 



tßr a ^ n finden« Es ist nämlich X a -f- n =r 

I 



r c 

n r 



n t I , n t* X 

A — :a — , A- 



A" 



ra 



rx 



' und 



Art ^* + » 






n f a 
, A 



z 

A— 



)> also 



A« 



Aä 



n ti 

A— . A— 



' A r » A r» * * Am . A rn * 

ia« Bezeichnet man also die ersten n Glieder von 

n 



Iflf d» X* • 



A» 



Ar 



■+-^f" + 



-A- 
Ära 



mit Q 



n 

A-- 



•ö ist ^j^ X a + n c=r Aa — Q, und l a + n 
A m 



-^ (Aa ^ Q), Da Q indefsen n Glieder ha^ 
A— ' - 

•o kann- es nur in dem Falle vortheilhaft seyn von 
dieser Formel Gebrauch zu machen, wenn das Stück 
Q weniger Glieder hat, als die Altersergänzung ^on 

« + n Einheiten, .da sonst lAa -f- ^n leichter un- 
mittelbar zu bereohheü wäre. Umgekehrt kann 

»owi auch aus K a + n die Leibrente la finden. 
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n 

E« lat nämlich I9. r=s -~ 1- — ^ + • • + — . — - 

Ar * Ar» • ^^ 

n tt 

A — A""" — — 
-| .^^— * 1 a 4* n> oder, wenn nian die er*» 

Ar'' Ar^ 



«ten n Glieder von ^a mit Q bezeichnet, so ist Aa 



n 
A— 



Q + — T * a + tu 



Ar 



5- ^8. 

Ist der Werth der Leibrente naeh einem: be« 
atbimten Zinsfufse bekannt, so läfst sich zwar un«* 
mittelbar daraus der Werth derselben, hoch einem 
-andern Zinsfufse J nicht mit Genauigkeit angeben. 
Indefsan giebt es doch Mittel, diesen Werth durcU 
9me ziemlich ^einfache Rechnung ohngefähr zu be« 
stimmen» 

Man kann nämlich erstlich lumehmen, dafs, 
Wenn die nämliche Sterbensordnung zum Grunde 
gelegt wird, die Leibrenten nach zwey ver*hiedeip 
wen Zinsfufsen sich beinahe verhalten wie die Zeit» 
l'enten auf die mittlere Lebensdauer nach diesen 
zwey verschiedenen Zinsfiifsen, und wenn die Wer^ 
the der Zeitrenten bekannt sind, so kann man nach 
der Regel de Tri den Werth der verlangten Le^b« 
i^ehten suchen» Es, sey z. B* die Leibrente (ur das 



I 
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Alter von 49 JT^hren uach Süfsmilchs Tabelle und 
dem ;5iiififufse >öa4 Pröcent mit 11,0478 gegebenj 
man sucht ^en Werth . derselben Leibrente nach 
dem Zinsfufse von 5 Procent, Hier ist iie mittlere 
Lebensdauer nach Sülsmilchs Sterbensordnung für 
das Alter y#n 49 Jahren = 17,49, «ehr nahe == 
■17*50, und es. veriialten sich ^9 Werthe der Zeit- 
rente I auf 17,50 Jahre nach den zwey verschiede- 
tieii Zinstefsen wie I2>41492 ' n>48434- Mai^ 
^setzt also an : 12*41492: 11^48434 ^= II>0478s»r 
nnd findet x ~ 10,21 97» Der währe Werth irt 
10,0928* also der Unterschied n: 0,1269-, 

• 2) Noch näher kömmt n\an dem wahren Werthe, 
wenn man annimmt, dafs die Leibrenten der Mor- 
talitätstabellen nach 4len' beiden ZinsFilfsen^ich zu 
Mäander verhalten, wie die nach den nämlicheft 
Zinsfufsen berechneten 'Leibrenten der Hypothese 
des gleichmäfsigen Absterben» auf die doppelte tnit- 
lere Lebensdauer. Will man.i^.B. wieder | wenn 
die Leibt*ente , zu 4 Procent fiir das Alter votk 49 
Jahren gegeben ist, diese Leibrente nach dem Zins- 
fusfe von 5 ProCent haben, so suche man die Wer- 
the der Leidrenten für das nämliche Alter nach 
beiden Zinsfufsen zufolge der Hypothese, Man fin- 
det diese Leibrente zu 4 Pfoc^nt ZT 1 1,1 308 j w?^ 
zu S Procent ^r= 10*17203? folglich hat man 
11,1308 : 10,1720 = 1 1,0478 : x, und x = 10,0961. 
Da der wahre Werth n: I0.0S^8 w^* so ist der 
Vnterschied nur ZZ 0|Ö033« 
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Viertes K a p i t « I. 

Veränderlichen Leibrenten^ 



Soll eine X<eibreute im ersten Jahre mit l be- 
Äahlt werden und in den folgenden Jahren nach el- 
fter geometrischen Progrefrion, deren Exponent rr$ 
ist, fortgehen, so i^t ihr gegenwartiger Werth oder V = 

' ^ X x-t 

i Ai A^s Ais* ^ A-5 ^ 

A ^ r ' r* ' r' * r«. 

auch V ~ 

I 4*8 A*«* , Als« ■ A-s* 

Al ^T' + -^ + -^ + • • + ~— -^ 

Und wenn man q !iii: setzt, V "^^^ 

i AI A4 . A— ^ • • 

T- C h -^ + • • + )• Es ist abet^ 

A 8 q "^ q* _ V 

' X ' \ X ' ^ 

t AJt aä a— ; ' . 

"T" C — ' + — + • * + ') die Leibrente für 

A q ^ q* ^ ^ qx^ 



' das Alter a nach dem Zinsfufse q -r- I * folglicK 
erhält man den Werth der gesuchten Leibrente, 
wenn man die Leibrente für a nach dem Zinsfufse^ 

q -*• 1 oder — <*-* J mit dem Exponenten s dividirti 
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f ' 

WSre r 11^ fi, folglich — ':::z: i, so würde der 
Werth dieser Leibrente = *-t — (A^-f-Aa*!?., 

+ A )i dies ist aber die mittlere Lebensdauer, 
ohne Corection (§. S70> ^t r dividirt. Wenn al- 
80 eine Leibrente nach demselben Verhältnifse steigt 
wie ein Kapital mit seinen Zinsen anwachst, so ist 
diese «Leibrente gleich der mittleren Lebensdaueri 
mit dem Exponenten dei: Kapitalsunahme dividirt» 



Nach der Hypothese vom gleichmafsigen Ab- 
sterben wäre, wenn a die Altersergänzuug und s den 
Exponenten der Progr^fsion bezeichnet, * der Werth 
der im vorigen $• angegebenen Leibrente oder 
_ «— I X «--a. s «— 3 8* 

V _ - — •4.« — — > pX« ■ — 



r ■ a r» 
l 8«—* 



^ . ^ oder, wenn '. rrq gesetzt wird 

« . r<*"T' - 8 ^° 

V-— ( + ^^ + ^^^ + . • ^ 

as q ' a» * q* * 

u — C« — i) ^ _ 

-^)» Also wird nach 5» 38« V ^^ 

q« — X 

— == (« - q / — — )- _, 

« • s .. q — X • q* 






j 
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q 



• ■ ( r — - -2- /* — ), oder, wenn man r 

«. q— I \ «^^ q« • 

restituirt^^.y :=:- — (r — A— — -) * 

w«« »wich , > ., ..d = , ■ 

— ( — r /*(—)— i)> wenn r < s. 

Wäre r HZ s, so wäre der Werth der obigen 
Formel §, indem. f—rZiZ a und folglich 



1« 



I ^ t 



X — z ist. Indefsen hat man dann 
a 



■■r-7 



a r*«T* u r' 



I I «. a — I « — I j t. 

Jim — • ~ » ' ZU : — 9 ci. n« 

»^ar a.r a ar 

wieder gleich der mittleren Lebensdauer, ohne Cor- 
rection., dividirt mit dem Exponenten der Ka- 
pitalzunahme. , 

§' 81. 

Sollte die Leibrente im ersten Jahre mit l, im 
zweiten mit 2> im dritten mit 3» etc. feezahlt, wer- 
den, also nach der Ordnung der natürlichen Zahlen 
wachsen, welche Leibrente für das Alter a mit Ltf 
bezeichnet"' werden soll, to wäre: 



* / 



IS9 
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Da nuu auch La :=: 
f AI A* ', A* > A« 1 



r» ~ t* T* • • *r 
TT + ♦• + 



> 
Ax 



r« 



b 



As 

'^ I 
J 



X AS .A4 , 



Xa) femei 



«■HHH^riMta 



I AS^ A^ . 

C— + "^n + • = ia + I ^ also 



A* ^ r 



r* 



I w- - i_ 



JRL*" 



Ai A« 

r« ' ' Ar 



X a -^ 1} ungleichen 



I AX A* ■ 



I AJ . A4 ' 

r^Ti + -^ + -) 



A« 
Ar« 



>la -f" 2 f etc., so er- 



*\"~ 



A^ 



hält man La :iz Aa + -7— A a + I + -r — la+2-h 



Ar^ 



X 

A-" 

. Arx 



Aa -|- X, wonach La aus den unverän- 



derlichen . Leibrenten zusammengesetzt werden kannt 



$. 82. 
Vermittebt der angefilhrten Formel laFsen sich 
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die nach der Ordnung der natürlichen Zahlen stei- 
genden Leibrenten ziemlich leicht' berechnen. Man 
summirt nämlich in der oben §• 65» beschriebenen 
Hülfstabelle' zu * BerechAung der unveränderlichen 
Leibrenten 9 die, Summender discontirten Zahlen 
der Lebenden noch einmal von unten und setzt diß 
jedesmalige Summe von n Gliedern von untto ne- 
ben d^s nte Glied. Um demnächst die steigende 
Leibrente für das Alter a zu finden ^ dividirt ma]| 
nur die^ in der auf diese Weise berechneten Colum* 



ne der zweiten Summen ^ neben dem Alter a -(" I 
stehende Summe mit der bey dem Alter a stehen- 
den discontirten Zahl der Lebenden^ wo dann der 
Quotient die gesuchte Leibrente gie)yU Kach der 
Einrichtung der Tabelle ist nämlich die bey dem' 

x 

Alter a 4^ I stehende zweite Summme 

A^ _ A4 . Ai A» 



( 
\ 



+ "TTTT + "TT+i + • • + 



rat'X räfa rat 3 * * rafac' 

AA A> . A? 

** rata ' rat 5 T •• i rat' 

A« A* 

' "^ *räT3 +^ • + 'rat« 

Ferner ist dib bey dem Alter a stehende dis- 

A 
cpntirte Zahl der Lebenden = • Wenn also 

die gedachte Summe durch diese letzte Zahl dividirt 
wirdy $0 erhült man den Quotienten ^= 



n 



X€0 
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X 

T 



AS AA AA , ^ , t 

.A3. 



• • 



ir.La^ nach 



,dem dafiir im vorhergehenden $• angegebenen Atu- 
druck, 

Anni»\ In Morgans , Frinciples etc* findet man Seite 269 
eine Tafel der steigenden Leibrenten vom Jalire 1 an bis zum 
Jahre 90 y xiach der Northamptoner Sterbexuordnong und dem 
Ziusfuiao au 4 Froccnt berecbnet^ 



§. 83. 

Man kann indessen auch hier 9 anstatt der 
Zahlen der Lebenden« die Decremenfe derselben 
oder ihre Differenzen gebrauchen. « Es ist nämlich: 
X \a^ a Aa 3 A»- 



La 



A ^ r ^ 



X 

X A— 



rx 

X 

T 



) und (r — I) La 

k^ aAA 3Ai 

po r r* 



a Ai 
r» 



+ 



• • 



A^ 



X 

X 



f A— AA a Ag— aAAJS 3 Al-^jAA* 



r 

A^ 



r* 

2A^ 



l 



J 
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< 



r« 



r 
. r 



2 AI 



• • 



• • 






»I 



I + Aa> so wird r — i La 



J 



}AA^ 



+ • •)« 



Wenn man also + . jl tZlL^JL 



oder, welche« dafselbe i«^/ /-^4^ •+/^ 

/ A A*a • /• AA'Ä * 

-^;7— 4- . •, mitf^ —^^^^ bezdchnet , jbo ist 



fO 



r — I La 



Und La 



I +ia-4-/. 



AA'a 



A 

t 



p,a + ^ --i-/* 






r« 



-)- 



Will man, anstatt der Decremente, dieDilFeren« 
«en derselben gebrauchen, so hat man t 



ß 



AA'Ä 



A A'Ä ^ /^A^ j ^ A* 



ro s r<* • r ■ r* 

4M^ / _ ,. . . t . ^. AA^ 



— + • - folglich (I - -^)/* 



r 

4 A^ 
r<» 



+ ~t; H— 3r- + — rr— + 



r' 
A AÄ 



r* 
:* AA^ 



r» 



* 4 



f • 
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= -•- + — — iS ^^+ T* +\ 



r 
^Ai 



r« 
3 ^A« — 1 ^ AI 



f ,. 



r» •• 



/^ — ). Danach wird also La = 

D« ferner ^y — -5 — =1 _ (}. 54.) , 

, pr ^ ^A'a - 

«ISO -T — / — — r — s= pr — r Aa, «o wird auch 
A •» r* • 

t 

L. == p (I + Aa-pr + r A. +-^/»^^) 

P ^ .</* A'Ä 
s= p Cd + r) Aa ~ p + -|-/» ^5 ], 

indem 1 ~ pr = l — p (i + — ) = — p» 

Anm« Man würde auch hier, anttatt der aweSten Dlfle- 
rtnsen der Hauptreihe , die dritten Differenzen substituirea 
ktSnneU. Da indef^entschon die zweiten Difieren«en grÖfstenlheils 
Uciftf ZaUaa tindf so kann die Raahauiig mit doa«aIbaa yfotl 
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nicht selii' weitlauftig «eyu« Indefseil ist hier wieder zu bc- 
obachten, was schon oben angeführt worden, dafs, so. weit 
die Bifferensen negativ sind, die Siunme^'derlielben von der 
Summe der positiven Differenzen abgezogen werden miifse« 



^. 84- 

Es sincL jedoch . auch hier^ wie im §* 64* vor« 

her^ die Renten nur för diejenigen berechnet^ wel« 

che jedesmal das ganze Jahr durchleben* Soll auch 

ßir die im Laufe jedes Jahrs Abgehenden bis 2um 

Todestage^ also im Durchschnitt iür ein halbes Jahr^ 

die Rente am JSnde des Jahrs bezahlt werden^^so 

beträgt dies hach seinem gegenwärtigen Werth für 

^ A 

das erste Jahr 4 « für das zweite Jahr 

r 

i i für das dritte 4 : — ^tc« Foklicfa 

j»*' r* -" 

istderbaare Werth> über alle Interefsenten^vertheilti 
~ TT X— IT" + -^^T^ + ^^ -J- i .)5 welchei 



1 A 
wieder mit 



a A t^ r® 



-/■ 



r» 



bezeichnet werden kann4 



Wenn diese Ergänzung zu dem vorhin gefundenen 
Werthe der steigenden Leibrente hinzugefügt wirdf 
to ist der tolUtandjge Werth' der am Ende de« 
Jahrs zahlbaren nach der Ordnung der natürUchen 
Zahlen wachsenden Leibrente sss 

p (I + X, _ _/*___) 4. -^y/*-^.-. ,-. 

L 2 
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a pr — I ^^ 2i A'Ä . , . 

p J«p ;ta — ^ — / * — *- — • wo man wieder wie 
rir aAr«/ r^ 

im vorigen $• anstatt der Decremente ihre Diffe- 
renzen setzen kann. 



$. 85. 

Da die im vorletzten §. angegebene Formd 

allgemein für jede Sterbensordnung gilt^ so kann 

man daraus auch den Werth d^r nach der Ordnung 

der naturlichen Zahlen steigenden Leibrente zufolge 

der Hypothese des gleichmäfsigen Absterbens bestim* 

t|ien. £48 ist nämlich allgemein La = 

X ^ 2I A*— 
p(l -}-Aa— — /** — '■^-). Nun ist aber nach der 

Hypothese, wenn a die Alter$#rgänzung und die An- 

I A^A'ft 
fangsjcahl der Lebenden bezeichnet, «— —J 



a r 



A«/ r' 



J pr/ + 

=:rCp--^/--)-rp(i-4-) 

a*' r« * r« 

11= r *a — I —f 



pr 



r« 



($• 37) 



r X^ ^^ T f 



r« 



Folglich hat man La 



/ 



r« 



) = p [(1 +r)ia-/ 



r« — I 

P (I + Aa + ' ^a — « — 

I 



xU 



) 



WO 
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l - • ■ 

dann Aa nach der Hyptothese des glieichmäfsigen Ab* 
Sterbens genommen werden mufs. 

Soll auch hier fiir die^ welche In) Laufe jedes 
, Jahrs abgehen^ eine halbjährige am Ende des Jahrs 
zahlbare Rente gerechnet werden, so .ist das nach 
dem vorhergehenden §• hinzuzulegende Stück 

-— — / * ^ hier = — f zz: 

, a A r-^ ro ^ « »^ • r« 

pr ^ I p *. 

— J * — """"^ • Setzt man nun in dem vor- 

a a*^ j.« 2 r^ 

/i 

• anstatt — p / .' • so hat man den yoU- 

ständigen Werth; dieser Rente Zi: p (l +• O Aa 

— Vi 1 "^ + -^— / ' z: 

^•^% r« r« ■ a« •^ r« a r« 

P (I + r) Aa - p (I -- ~)f ' 



xüt '' r« 




$.80.' , 

Wenn die Leibrente, so wie sie Im vorigen 
$• angegeben worden, jedoch nicht am Ende des 
Jahrs auf einnpAl, soiM^ern in aügenblicklufhen Ter^ 
minen bezahlt werdeii sollte, so "wäre der Werth 
derselben, da jede .Rente, die am Ende des Jahrs 
bezahlt werden soll, sich zu dem Werthe der näm- 
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liehen Rente, wenn $ie in »ugenblicUichen Termi- 
nen während des Jahrs zahlbar ist, wie p : ir yet- 

hält C^. 330> =?» Cd +'r) A* -- (i - ^)/^ 

4» }y WO wiei}er Aa die nach der njrpothese 

des gleichmäfsigen Absterbens berechiiete Leibrente 
zeichnet. 

Ex, Wenn diese Leibrente för das Alter von 
4^0 Jahren nach der Altersergänzung der Süfsmilch- 
sehen Mprtalitätstafel und zu 4 Procent] gesucht -wür- 
de, so wäre dieselbe, da p zzz ^Sj a n:: 6 und Aa 
=:: a>2842 ist; 

1) für jährliche Hebungen -= 25 (2>04» 2?2842 

i,o4 ^ _ I o,7Qo3i5 ^ 

.- (U- -i— ) 5,242137 + ^ ) = 

25 (4,65976 -f 0,39515 — 4^78782) == 
25. 0,26710 = 6,(^775- ^ 

2) för augenblickliche Zahlungen würde sie 
= 25,49<J7 • 0,26710 ^= 6,81017^ 



• * 



. 5^87. ^ ^ 

Rollte aber eine Leibrente wie die vorhin ange- 
gebene, nach der Hypothese, nicht allein in augen- 
bticKlichen Terminen bezahlt werden, sondern zu- 
gleich iii diesen Terminen nach Verhältnifs derver^ 
ßoJseT^n ^eiP steigerh so ^v^äre ihr Werth , wenn m 
ap Altersergänzung und x die abgelaufene Zeit be« 

zmchnet) ^ / ' ' .,— . - 



^ 
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if /JLi^ ZLiL. (5. 42)., Folglich wird 

t, — / ^* - ü!! - iü /-- 4- --,und 
L.a , — "/TT rx o ♦'* rx ~ «rx ', 

da päch der Integration x = a gesetzt werdeB muCs 

und "^^^ — JliL wird, so ist hiernach,' wenn 
«rx rx 

man die gesuchte Leibrente wieder mit La beieich- 



dx 2 jr ^ X dx 



net,Larr^ / /. 

•/ rx a »^ 



Es ist aber 



rx 
dx 1 - xdx 



(nach §. 75) J -j:;^ —J rx 

«tändige unveränderliche Leibrente fer das Alter a 
in augenblicfeli<shen Terminen , und wenn diw* 
hier durch Aa ausgedruckt wird, «o ist La — 

2nU-«/^ = «(2Aa--^/-^). Wo 

> > 

J!L r—- ^e ia augenbHckUchen Terminen zahl- . 
p •/ r« ^ 

bare Zeitf ente I auf « Jahre ist. 

Ex. Wenn wieder a =- 6i und r ==: 1,04 
ist, so hat man die volWndige unveränderliche Leib- 
tetfte für a bey augenblicklichen Hebungen oder i« 
m 2>77795> folg^ch erhält man La ^' > 

25,4967 a2,7n95 -— ^- 5,242137) = , 
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^,4967 (5,5559 — 5,3463) = 5,3446. 

Anm» Diese Leibrente ist kleiner als die im vorherge« 
Inenden i, angegebene, weil vorher die Rente für das ganze nto 
Jahr mit x) Thalern bezahlt werden spllte , hier aber während 



^s nten ^Jahrs continuirlich von n — i bis n steigen soll* 
Im Fall diese Leibrchte sofort im Anfang des ersten Jahrs mit 
l anfangen, sonst aber so, wie vorher angegeben, steigen soll- 
te, so müfste man zu dem vorbin gefundenen Werthe noch 
4en Wdrth einer unveränderlichen in augenblicklichen Termi'* 
nen zahlbaren Leibrente i hinzulegen, I)i dem zuletzt äuge« 
iiüirten Belspielo erhielte map also d9s Gesuchte ZZ 693446 f 
a,7f 79 ZI 3,u*5. 






*•■ 88. 

Weim eine Leibrente fiSr das Alter a im ersteh 
Jahre mit l bezahlt werden und in jedem folgenden 

Jahre um — steigen sollte^ so kann man dieselbe in 

zwej Theile zerlegen. Der erste Theil, welcher die 
unveränderliche Rente I pefafst, ist ~ Aa, Der 
zweite Theil*, der die succefsiv steigende Rente 

— ^ 9 — '9 etc^ besreift , ist gleich dem nten 

nun 

Theile einer mit I anfangenden und n^ch der Ord» 
nung der natürlichen Zahlen steigenden Leibrente. 
Da diese letzte Rente aber ein Jahr später anfängt, 
so ist dabey die wachsende Leibrente für das Alter 

a «f* I ^^ nehmen, welche auf I Jahr discontirt und 
tuf die .Anfangsza^ A anstatt A~ reducirt werden 
mufs« Folglich ist der gesammte Werth dieser Leib« 



t \ 
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A* 



rente oder V — Aa 4-* —- La •+• l. 

n» r A 

Bequemer jst eis indeCsen, von dem ersten Theile^ 

oder Aa^ -' — abzuziehen und dies zu dem folgen« 

den Theile zu legen? wodurch man erhält 

n — 1 A- n-^zA4 n — ^ ^ _% 

' ■ ' , -T- — — — — — m^ — — — — mimt , . 

-- 11 n r * n . r» ' n r« * 

V rr -— J 

A 1 , I A* » AJl 3 A» 

* n r ^^ n r* *^ n r* J 

^ • i a 4- — La, 

F9.IIS eine Leibrente für das Alter a und bey 
der Altersergäiizung o, nach der umgekehrten Ordr 
nung der natürlichen Zahlen^ nämlich am Ende des 



ersten Jahrs mit «fc — l, des zweiten mit « — 2 
etc. Rentei)thalem bezahlt werden sollte^ so wäre ihr 
baarer Werth oder V = * * , 



X PL — I • Kl «— a • A> «—3 . A* . 

y C ^ + ^ ^7 + • • + 

1 A^^^ _ m A5 Ai A^ . . 

~Ä^T + T* + 7? +•• + 



rx— r 



A— ^ JL 4l o. 1:^ 4. iJ^ 4. 4^ 

rx— P~ A ^T^ '^ r» "*" "^r« "^ * ' "^ 



?c— r 



X— I A- 

— jr::;; — ^)=:« Aa~Lt- 
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$.•90," , 

Da diese Formel allgeinein ist, so gilt sie auch 
für die*. Hypothese des gleichmäfsigen Absterbens« 

lü diesem Falle wird nun « • Aa — La Tz: « • Aa — 

-> - ■ 

p(r + I) ^a + p r_i_($.8S). Undda Aa = 

*' l>a — I 

,r _ I « ^ ' T 

p (I / V al*<> a • Aazz ap -rP^ / — 

/i 
9 so hat man audi 

I 
a Aa — p (r + l) Aa + p/ ^_ ^ = 

«^ -" P — P (^ + I) fa = P C« — O — 
P (r rf I) Aa. ' 

Annu Dafselbe Resvl tat würde sich noch auf einem an- 
dern Wege ergeben. Es ist nämlich der Werth der gedachten 

Leibrente ZI — ( "T" " . 

a r ,r* 



^« fi ' « r r^ 



4 «.;— * T ^1 .a — I S.a — 2 



, 4, J-ü ^ -i-, ^,) n: u.l9L — La. Auch. ist 

' r* 

iK y rn « "^ rn •/ r« 

apr -« — n pr _ i 

($.43) =:pa T-/-Vr--7/Tir 



\ , 
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• » 

— P« "^P — aptAa-^AaiHpC« — i) — 
P fr + I) *a. 



§• 91. . 

Sollte die hypothetische Leibreiite fiir das Alter 
a und die Altersergänzung a mit « aiifangen^ wäh- 
rend der Altersergäiizung continuirlich bis auf ab« 
nehmen und in augenblicklichen Terminen bezahlt 
werden^ so würde^ wenn die verflofsene Zeit mit x 
bezeichnet wird, der haare Werth/ dieser Rente 

(« — x)* dx w dx ^ xdx ' 

— / ' — « / — 3 / ' + 

J n rx «^ rx ^ rx- 

t _ x*dx I ' dx 

•« •/ rx . ^ rx -^ J rx * 

. a jr X , 3 tr /« ± d X tt x* .^^ 

. ^ H J . (§. 430 Nun 

rx , * a ^ rx « rx ^^ -^^ ^ 

.. pdx 37rr>xdx 

ist 37. /— _ — Jr-^^^- = 2n U (§. 74), 

und da nach der^ Integi'ation x ZZ « wird, so ist 

I ' 3 jtx tpx* " ;, „ ^ 

yta il --)-l r— » — "^jT«. Folghch 

rx "^ ■ px «i:x ^ 

• j /• (o-^x)* dx _ , .. 

wird / ^ — TT« — 37i:ila, wo nam- 

•^ « rx 

« 

lieh die Leibrente nach §• 74« genommen werdeii 
maü. 
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§• 92. , 

■ ' 

Falls die Leibx:ente für das Alter a itti ersten 
Jahre mit « 4" ™ '^ I anfangen und jährlich um 
I abnehmen sollte^ so wäre dies eben so viel> als ob 
eine veränderliche Rente, die mit a — l anfangt, 
und m unyeränderiiche Leibrenten , jede jährlich 
mit I zahlbar, gegeben werden sollten. Der .VtTerth 
einer solchen iUeibrente ' wäre also im Allgemeinen 
m (« -f- m) ila — La, und nach der Hypothese ins- 
besondre ZT p (a — I) — (pr + p -^ ni) Aa« 



( 



Fünftes RapiceL 

Von 

aufgeschobenen , aufhörenden und aufgesparten 

« Leibrenten. 



§•93. 

Soll eine Rente nicht sofort, fohdern erst nach 
einer bestimmten Anzahl von Jahren anfangen zu 
laufen, so heifst sie eine aufgeschobene Leibrente ; 
Verstürbe der Rentenier in der Zwischenzeit, so wür- 
de dann überall keine Rente für ihn bezahlt. 

Soll dagegen eine Leibrente nur während ei« 
ner bestizunaten Reihe von lahren bezahlt werden, 
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nachher aber nicht weiter^ so heifst üe eine aufho' 
reTide Leibrente ; stürbe der Rentehier vor Al^lauf 'der 
bestimmten Zeit, so fiele auch die Rente mit seinem 
Tode weg. 

Eine fallige Leibrente ^ welche der Aentenirer 
eine Anzahl von Jahren bey der Rentenkafse stehen 
Jafstj heifst in sofern eine aufgesparte Leibrente^ 
als dadurch eine nach der Bestimmung des Rente- 
hiers zu verwendende Summe gesammelt wird 5 die 
Zeit^ während deren die Rente nicht gehoben wird^ 
kei£5t die Zeit der Ruhem 

f 94. 

Wenn die um n Jahre aufgeschobene oder mit 

V 

dem. n -f" IX^^ Jahre anfangende Leibrente mit 

J^>--L-. bezeichnet wird, so ist, da nun in dem Wer- 

_ I Ai A* ^ 

the der vollen Rente, d.h. in ^a — -r- ( — +"~^T 

. -A r * r* • 

AI 

— + . . ), die ersten n Glieder wegfallen, 

nf 1 nf a ' x 

1 A-" A A 



Arn r « r» 1 • rx- 

nf 1 nf a 

1 . A A 



Nun ist -^ C • JL - .' 4. , ^ X. 

n r I ya ■ • 



I 
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* * 



A 



h • ♦ + — ) — — r-« ^ a Hh n> ^nd es ist 

r« rx— n Arn 

-■. . . n 

jso 7^>^X!L zz: •r " il a 4- n, d. h« man findet 

Am 

die um n Jahre aufgeschobene Leibrente fiir das Al- 
ter a > wenR man die Leibrente . für das Alter 



a -f~ ^ a^f ^ Jahre discontirt und den Quotienten 
mit i^et Wahrscheinlichkeit, dafs die Person A am 
Ende des nten* Jahrs noch lebe, multiplicirt. 

Ex. Eine Person von 50 Jahren kauft eine 
Leibrente unter der Bedingung, daJs sie erst nach 
10 Jahren anfange zu laufen, wie grofaist der Werth 
derselben? Hier ist a :n so» n z:::: lOv ä -f- n n: 
60 > A nach der Süfsmikhschen Tabelle ini 300» 

A — im 210) ferner X60 nach den 4 Procent- 
fufse = 8>3422 «nd -^ = 0,675564. " Folg- 



lieh ist der gesuchte Werth ~ 4JS» 0>675S64' 
8>3422 m i3>9450. Der Werth dei* sofort falligen 
Leibrente für dei\ Fünfzigjährigen 'wäre zzz I0>79dl« 

Anm* Eine Person Tom Alter a f n müfste, wenn sie 
eine Leibrente geniefsen wollte , dafür ' den Werth m: 



Xti f n zahlen« Wollte sie h Jahre Torher eine solche Ren- 
te kaufen nnd wäre es gewifs, dafs diese bestimmte Person 



4aa Alter a f n erreichte^ so müCite sie ^i^n diseontirten Werth 



* 



* 



I 
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dieser Leibrente . d. i* zahlen« Da nun aber die 

m 

Wahrscheinlichkeit , dafs diese bestimmte Person das Alter 

n ^ ^ . 

a t n erreiche, ZZZ ^ ist, so ist der Werth der Leib- 

' A , 

n V 

A— • . . 

' rente für sie auch nur :ZI ~ Xb. f n» Hieraus ergiebtsich' 

Am 

I 

auch, warum die Summe, für welche die Person Von 56 Jah- 
ren eine uin xo Jahre aufgeschobene Leibrente kaufen kanng 
nach Verlauf Ton zehn Jahreik mit ihren Zinsen ^und Zinses« 
Zinsen nicht so grofs ist, dafs dafür die nämliche Rente für 
den Sechzigjährigen gekaiift werden kann. 

Hat man eine Tabelle so eingerichtet^ wie iin$« 
66* angegeben worden^ so kann man die aufgescbo* 
benen Leibrenten sehr leicht finden« Wenn man 
nämlich im FalV dafs a das gegenwärtige Alter des 
Renteniers und n die Zeit des Aufschubs bedeutet ^ 
«US der Columne (lir die Summen der discontirten' 



Zahlen der Lebenden die bey dem Jahie a-|-n -^I 
angeführte Sunime^ und aus der Columne für die 
discontirten Zahlen der Lebenden selbst die bey^ dem 
Jahre a angeführte Zahl nimmt , und die erstere 
durch die letztere' dividirt , iso erhält man die .um 
n Jahre aufgeschobene Leibrente für das Alter a« 
Nach der Einrichtung der Tabelle ist nämlich die 
Summe der discontirten Zahlen der Lebenden bey 

dem Jahre a -(* n -j- i 
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a+c »t* *^t3 

, . ■ ■• 4, ■ JL — 



1 ^ A' 



A " . . ' 



die dkcontirten Zahlen der Lebenden bey dem Jah« 

» > • 

^ A . ' 

re a angegebene Zahl — — • Polglich ist 

r* 

nf r n f 3 n f 5 

1 A— : JL A " A" 



.«'■' w 



jM ^rnfi rnfa «^ rnfS ' ' 

A. _ I A A — A*-" 

— , >n t r 

i. 96. 

Wird der Werth einer um n Jahre aufgeschobe- 
nen nach der Ordnung der natürlichen Zahlen steigen^ 
de Leibrente iuT das Alter a^esuchty und dabey vor- 
ausgesetzt, dafs sie erst im n -f- I lahre mit l anfangen 
und dann jährlich mit I steigen solle, so ist der 
Werth dieser Rente =? 

nft ufa • nf3 

1 A" lA ^^~~ ju 
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nfi nfa nf 

.« 

nfg nfa 

%T • I A — ;* ^ t A — ^ , 

Nunwtaber^ (— j^ + — — .+ 

3A^ i A — 

jA 

% + • • )> ^"®'* «^^ geiuchtd 




n 
A— 



Werth, = t — L a 4" >^« 



Am 



% 97» \ 

Wurde aber angenommen ^ dafs die nach dev 
Ordnung der naturlichen fahlen steigende Leibren« ^ 
te^ vom n -j- iten Jahre so fortgehen sollte^ als ob ^ia 
im Jahre a mit i angefangen hätte^ also im. ersten 
Jahre derl Hebung bezahlt werden sollte mit n-f-If 
im zweiten Jahre mit n -}* 2 etc., so könnte man ' 

sie als aus zwei Theileu bestehend ansehen, namlick 

* 

au^ TL unveränderlichen jeder jährlich mit I zu leah« , 
lenden Leibrenten^ und einer steigenden mit I anfai^ 
pendelt Leibrentf». Der derzeitige Werth djdA erstem 

Theils für das Alter a -j- ^ ^^ s= i^ * ^a 4* °« ^^ 
Werth des zweiten Theils fär dafselbe Aber =s 



La -f^ n, so wie der (gegenwärtige Werth ^ wir 



\ 



> 
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^schobenen ^ unveränderlichen Leibrenten 
A— 



•Am 



n • Aa 4* n » der baare Werth der aufgeschoben 



n 
^ A— 



neu steigenden Rente aber =: -r- — L a + n. Folg» 
lieh wird der gesuchte Werth der f^eibrente^ der 
wieder mit La' bezeichnet werden kann , = 

n 

A 



•~Cnaa+ n + L^+n> 



^ 



§. 98. > 

Vermittelst der in §. 82 erwähnten Hülfstabel- 
le findet' man leicht die aufgeschobenen nach der 
. Ordnung der natürlichen Zahlen steigenden Leib- 
renten. Soll nämlich diese Leibrente vom n -j- Iten 
Jahre an mit I anfangen ^ so nimmt ma^ aus der 
Columne für die zweiten Summen der discontirten 



Zahlen der Lebenden die bey dem Jahre a 4- *a -f- 1 
stehende Zahl 'und dividirt sie mit der in der Co- 
lumne für die discontirten Zahlen der Lebenden bey 
dem Jahre a angegebeneu Zahl, wo dann der Quo- 
tient den gesuchten Wertb giebt* Die 2 weite Sum- 
me bey dem Jahre a ^ n -|- l ist nämlich zzz 

A— a A 3 A— ^ 
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die discoutute Zalil der Lebendem Bey ^em Alter • 

A 
aber r=z ; folglich wird der Quotient sss 

nfi nfa iif3 

Soll die aufgeschobene steigende Leibrente im 
n 4" Iteh'Jal;ire mit n *-}" I anfangen, so' sucht man 
den Werth der aufgeschobenen Rente, so als ob sie 
^ nach n Jahren mit I anfienge , wie^ eben gezeigt 
worden, imgleichen den Werth der nufgeschobene» 
unveränderlichen u Renten, wie im §• 95 angege« 
ben ist^ und addirt diese beiden Werthe,, woraus 

n 

A- . — i 

man das Gesuchte s=: -^ — (L a '-f- n*f>u • ^l » 4" ») 

erhalt. 



Wenn eine nach äcY . Ordnung der natürUcttfiit 
Zahlen abnehmende Leibrente für das Alter a w^ 



n Jahre aufgeschoben werden und dami mit a«^n-^t . 
anfangen sollte, wo sie folglich mit eben $o viel 
Thalem bezahlt würde, als wenn sie im Alter a mit 
« — I angefangen hätte ^ so wäre ihr derzeitiger 

Werth iz: C« — n) U 4^ u •— La •}* >i (§• 91 ) ♦ 

n 

Folglich wird ihr baarer Wertb ~ ^TVJf" t (« ~ •) . 
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Ä a -f- n — ^L-a- -^- »)• Sollte die Rente nach Vei> 
lauf Att n Jahre mit o -r I anfangen^ so hätte maa 



• > §• 100* ^ ./ 

Da der Volle Werth der Leibrente ans dem ge- 
genwarjtigen Werthe demselben bis zum Abiauf det 
nten Jahrs und dem haaren Werthe derselben vom 
Anfange des Jahrs n -{- I an bis zum Absterben al- 
1er Interefsenten nach der Mortalitätstabelle besteht^ 
so findet man den Werth einei^ mit Ablauf des nten 
Jahrs aufhörenden Leibrente^ wenn man von dem 
vollen Werthe der Leibrente für das gegebene Al- 
ter den Werth der um n Jabre aufgeschobenen Ren- 
te für dafselbe Alter abzieht. Bezeichnet man die am 
£nde des nten Jahrs aufhörende Leibrente mit 

A a^-^ so ist also X a, — m Aa — X a' • 

Ex. Wenn nach Süfsmilchs Sterbensordnung 
und dem 2üusfufse von 4 Procent der Werth der 
nach 10 Jabreu aufhörenden Leibrente für einen 
Fünfzigjährigen gesucht wird, so ist der volle Werth 
der Rente für dieses Alter >==: > 10^7961» 

und jder Werth ^er um 
10^ Jahre aufgeschobenen 

Leibrente =: 3^9450» 

folglich die^ mit dem lOten -~— -— 

Jahre aufhörende Leibrenten: 6^8511» 



jy 



I -^ 



/■ 



. Von Renten 6tc. auf ein einz. Leben. Igl 

* ■ 

" - > 

^ loi. «• - 

Dafs der vdrangeführte Satz auch von der nach 
der Ordnung der natürlichen Zahlen steigernden Leib* 
rente gelte, ist an sich einleuchtend. Da^aber die so 
steigende Leibrente im nten Jahre mit ^n Renten* 
thalern bezahlt wird , folglich die aufgeschoben« 

Rente im n + Iten Jahre mit n + I anfangen wür- 
de, so mufs auch die aufgeschobene Leibrente hie- 
nach berechnet werden ($. 97)# Es wird also dle- 



-^ i 



A *- 



10 Rente i= La — . -^ (n • Ja + n + ^ * T»)« 



)' 



§. lOI. b. 

Ebenfalls ist es klar, dafs-der im §. 100 angdföhit« 
Satz auch von der flir das Alter a mit « — I ^n«* 
fangenden nach der umgekehrten Ordnung der na- 
türlichen Zahlen, abnehmenden Leibrente gelte* Da 
indefsen diese Rente, wenn sie für ' da$ ' Alter a mit 

«7-1 anfängt im nten Jahre mit o — n — I be- 
zahlt werden mufs^ so ist der haare Werth der auf- 
geschobene Leibrente nach der Angabe de« §. 99- 
2tf nehmen, und die gesuchte aufhörende Leibrente 

wirdrr «%a — La— ^ [(« — ii)lHFi-L^]* 

§. 102. 
Sollte die Leibrente nach Ablauf des nten Jährt 
anfangen und mit dem n + "^^" i^Sxs^ wieder auC- 
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tioreiiy ^0 müfste man den Werth sowohl der um n all 
der um n -^ m Jahre aufgeschobenen Leibrente 
suchen und den letztem von dem erstem abziehen^ 
um den Werth der Rente für die nach Ablauf des 
Uten Jahrs folgenden m Jahre zu erhalten« . 



i^ 103- 

Wenn ein Rentenirer verlangte^ dats seine Ren* 
te während der n ersten Jahre aufgespart werden 
tolUei so wäre der baarc Werth dieser so Äufzuspa* 
renden Leibrente gleich dem baaren Werthe einer 
nach n Jahren aufhörenden Leibrente^ d« h. der 
baare Werth einer während der ersten u Jahre auf« 
susparenden Leibrente einer Person vom Alter a 

wäre Zir X a: — • Verlangte aber der Rentenn^er, 
daij9 diese Snmme zu Ablauf der n Jahre an ihn 
oder seine Brben bezahlt werden sollte, so wäre der 
derzeitige accumulirte Werth der gedachten Stun« 

tne ^31 r» • X a^ — $ welcher Werth am Ende des 
nten Jahrs zu zahlen wärei der Rentenirer mag dann 
leben oder nicht« 

Ex« Wollte ein Fünfzigjähriger seine Leib- 
rente während der ersten lo Jahre ai:^ die angege« 
bene Weise bey der Kafse- stehen lafsen, so wär^ 
nach Sufsmilchs Tabelle und r 3: i,04 genommeni 
dtr der^tigeWerths 19480244- tf>g5Ii:^IÖ>I4I3* 



yonRente!necc.auf ein einz. Leben» I8S 

$. 104. 

Würäe aber der Reiitenirer mit dem Ueberneh- 
mer dahin einige dafs die in n Jaliren aufzusp^iren- 
de Leibrente nach Ablauf dieser Zeit dem erstern^^ 
falls-er dann noch lebte^ bezahlt^ sonst aber dem letz- 
tem zi^fallen sollte^ sb ist die Wahrscbeinlichkelt^ . 
daXs eine bestimmte Person Tom Alter a nach n 



lahreh noch lebe 



n 

A- 



'"a — ^ folglich ist in diesem Fal* 

le der "Werth der ^em nach n Jahren noch leben* 
den Rentenirer zu zahlenden Summe ZZ^ 

A — vn, 

- — — rn Aa^— • ' 



iEx. für diesen Fall erhält man also in dem 
Beispiele des vorhergehenden ' JJ.,, da hier A zrr ^00 



XX 



und A -1=:: 210 ist, den Werth der aufgesparten 
Leibrente z=z |?§ 10,1413 == 14,4876. 

Anm» Wollte ein Rentenirer s^ine Leibrente unter der 
Bedi^igung stehen lafse^, dafs er sie nachher, so weit sie fällig 
geworden^ mit Zinsen und Zinseszinsen in einer Sumo^e erhft-* 
bcn könne^ so wäre dies als eine blofse Zeitrente zu betrach- 
ten, und wenn der Rentenirer nach n Jahren den Werth for- 
derte, so wäre dieser ZZ p (r^ — ^ i)» Liefse er die Rente «» B. 
lo Jahre lang stehen, so hatte er n^ch dem Zinsfufse von 4 
Procent zu erheben 12,0061» Dies ist mehr als in dem vor- 
letzten und weniger als in dem letzten Beispiele angegeben wor* 
den. Aber indem vorletzten Falle ((« io3) soll die bestimm- 
te Summe ^bezahlt werden, der Rentenirer mag am Ende des 
nten Jahrs leben oder nicht \ hier, mufs er die festgesetzten n 
Jahre durchlebt haben , \xm die angegebene Summe fganz zu •r- 
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^ilten* Im letBten Beifpiele (9« io4) würde, wenn der Rento^ 
tiirer vor der bestipimten Zeit sterben sollte, gar nichts yergüteti 
hier wird auf |eden^ Fall die bis «u dem Todestage des Rente» 
\ iMrtrt «ufgeUufene Summe besahlt« 

§. 105. 

Wenn zum voraus bestimmt wvrde^ dafs die 
Zieibrente i(ur die ersten n Jahre stehen bleiben, da» 
für aber von Ablauf dieses Zeitpuncts an dem Ren« 
tenirer eine höhere Leibrente bezahlt werden sollte» 
•o kann die vom Anfange des n«-f- iteii Jahrs zahl- 
bare Leibrente als eine um n Jahre >aufgeschobene 
«ngesehn werden. §o viel mal nun der haare Werth 
der^ um n Jahre aufgeschobenen Leibrente für das 
Alter a in dem baaren Werthe der vollen Leibrente 
für dafselbe Alter enthdten ist, so viel mal kann der 
Rentenirer jährlich einen Ilententhaler vom n 4* I*®'^ 
Jahre au erhalten, d, h« es verhalt sich die jährliche 
Hebung von da: nach Ablauf der Ruhejahre zu 
tahlenden Leibrente im der jährlichen Hebung- von 
der vollen Leibrente, wie der baare Werth der letz- 
tem zu dem baaren Werthe der erstem. 

Sollte aber nach Ablauf von n Jahren die Leib* 
rente jährlich nur mit i Rthlr. bezahlt werden, so 
Sniifste -de't Werth der um n Jahre aufgeschobenen 
XTeibrente l gleich seyn dem Werthe der mit dem 
Uten Jähre aufhörenden jährlich mit x zu eahleuden 

Xexbrente, d. h. es wäre ITk z:^:r 

(Aa <^ A a' ^) Xj Und m wäre dann die^ Zahlung 



f 
\ 



I 

\ 
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in jedem der ef'sten n Jahre oder x = 



— .'nf t 

Aa — l di 



Ez, !• Nach dem Vorhergehenden ist der volle 
"^erth der Leibrente fiir einen Fünfzigjährigen =s 
I05796I» Wolhe dieser nun jseine Leibrente «väh« 
rend der ersten IQ Jahre stehen la&^n^ um daiür 
Tom'n -}" Iten Jahre eine Leibrente zu ziehen^ so 
wäre dies, eben so . viel als wenn , er gleich für 
I0>7961 eine um lO Jahre aufgeschobene Leibren- 
te ks^ufte. Da nun der Werth der letztem fiir I 
Rthlr. = 3>94S0 {$• lOOO? «o erhält der Renteni- 

rer vom Uten Jahre an eine Rente von „ ,, = 

5,g4oo 

2>70(SS Reritenthalem. 

Ex* 2* Sollte dagegen fiir die nämliche I^er« 

son vom Ablauf des loten Jahrs die Leibrente jähr- 

lieh mit l Rthlr. bezahlt, bis dahin aber durch ei- 

nen jährlichen Beitrag erkauft werden^ so wäre die«' 



'ii 



X 50' 
ser» jährliche Beitrag = ■ ' ^ 



II 



X 50 -^ ^ 50 

3,9450 



0,5758- 



10,7961 — 3^9450 

Anm* Sollte der Werth der aufgesparten Leibrente %tff 
dem To4e des R^teniers ausbezahlt werden, «o gehörte die 
Auflösung der Aufgabe in das nächstfolgende Kapitel« 

» . . ■ ■ 

Es beziehe eine Geselkchaft Ton Personen^ ^ dii| 
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Jbey ihrem Eintritte vom Aher a waren ; wenn ae 

a 4* n Jahre alt sind« sollen sie bis zu ihrem Tode 

... . ' '. 

jede eine jährliche Rente I beziehen, und die da* 

zu nothige Summe soll von de;n Personen unter 

a -f- li Jahren aufgebracht werden ; so wie eine Per- 
son durch den Tod abgeht, tritt eine andre vom AI-* 
ter a wieder ein, und die Gesellschaft ist bereits 
zum Beharrungszustande gekommen; es wird der 
Werth des Beitrags und der Werth der Rente für 
jeden Interefsenten geiucht. Der Behamingsiu- 
stand tritt ein, wenn die Ergänzung des Alters 2 
abgelaufen ist*} wenn nun jährlich A Mitglie- 
der eintreten , so ist dann f ohne Cprrection, die 
Zahl aller Mitglieder der Gesellschaft == A^ + A* 

+ AI 4- .. + A-^ =:/A'^, die Zahl der zu 

nfi nf a 

pensionirenden Interefsenten = A + -^ 

nf 3' X *nt I 

4- A + • • -A."*=/A , ui^d die Zahl der 

»n f I 

contribuireuden =r: /A'^ — /A • Jedes, con« 
tribuireude Mitglied hat also jährlich zu entrichten 

'nf I 



/A X— Ea "Kn 



"»M 



/A'^— /A. . k Ea — A— Eafa J 

Da nuii jeder eintretende Interefsent diesen Beitrag 
fortwährend bis zu Ablauf des nten Jahrs, falls er 
•o lange lebt, erlegen soll, so ist der baare Werth 
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defselben 



I • 



A"" E a t n — s n, 

■ Aa^derwah- 



n 



AEa — A— Eaf n 



re Werth der Rente für jedes. Mitglied fiber ist =5 

J^ — I— • Ersterer Werth wird immer gröfser seyn 

als der letztere, wenn nicht gleich bey der Errich« 
Yung der Gesellschaft von den ersten Mitgliedern 
verhältnifsmäfsig bezahlt worden ist. Wenn z. B, 
a = 60 ist und die. Pension mit dem Jalire 65 an- 
fangen soll, so hat man, nach Süfsmilch und zu 4 
Frocent, alles ohne Coi^ection berechnet^- , 



A"^ E a t n 



n 



Aa 



9» 



1682 



A E a '^ A"*" £ a f n 

(8i34228 —4,47X9) = 



1683 
957 



a639 — ^i68x, 



3,8703 =68023. 



Der wahre Werth ist nur = 4>47I9« 

Anm. Um den auf den ersten Anblick paradox •clieinen« 
den Satz, dafs fortwährend von den Intetcfsenten einer solchen 
Cjesellschaft ein höherer Wertli, besohlt werden könne, als sie 
nachher ti^ieder erhalten, zu erläutern, füge ich folgendes Bei- 
spiel hinzu«. Es existire eine solche Gesellschaft, worin die 
Pension der altern Mitglieder lediglich durch die jährlichen 
Contributionen der äUerea aufgebracht ' wird ; die Mitglieder 
sollen bey dem Einti'itt 88 Jahre alt seyn, und wenn sie gr 
Jahre alt geworden sind, jeder- eine Rente x geniefsen, die 
^iron den jungem Mitgliedern aufgebracht wird, auch soll die 
Gesellschait zum Beharrungszustande gekommen seyn^ Wenn 
nun die Anzahl der* jährlicli zutretenden SSjährigen Mitglie« 
äer ZZf 10 ist| «o Ist, alles ohne Correction gerechnet, nach 
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Ser SttCtmilclischeii Tabelle^ die Zahl der contribuirenden I»^ 
terefsenten T 8 f 6 f 5 ZI xo, und die- Zahl der pensionirtoA 
Mitglieder Ii:4f3 f ^fx Z= lo; folglich soll jedes con- 
tribuirende Mitglied jährlich 4} ilthlr^ bezahlen, wenn die al- 
tern Mitglieder jährlich jedes i Rthlr« erhalten sollen. Wenn 
nun die Gesellschaft geschloisen werden sollte, so dafs keine 
Beue Mitglieder weiter hinzutreten, so würde die Rechnung 
fiber das, was zu zahlen tmd empfangen wäre, folgendermaa- 
üen ausfallen^ . . 
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Von Renten etc. auf ein €iaz. Leben. J 89 

Wenn die Def^cte der einzelnen Jalue auf den Anfang de» 
eisten Jahrs 'discontirt werden, so ist ihre Sonune "^ 

Si4,oaay ^ s^j^^s^ Rthlr^ Würde niian nun mit einem Ei|?- 

Crepeheur einig , dafs die Gesellschaft 4Ewar fortwähren und 
(S^e Pensionen wie bisher den altern Interefsenten bezahlt^ abev: 
jedes eintretende Mitglied sofort seinen ganzen Beitrag ent* 
richten solle, so könnte dies unter 4er Bedingung gesöheheUi 
dals die jedes Jahr eintretenden lo acht und aclitzigjähri^en 
Interefsenten, aufsei dem Werth der um 3 Jahre aufgeschober 
nen Leibrente, no<ih die Zinsen des gesammten Defects nach 
dem festgesetzten Zinsfufse, hier von 4 Procent mit i,o8ai6, 
entrichten, .und folglich hatte jeder eintretende Interefsent 



'4 



ein für allemal «u bezahlen A 88'^ f o,io8a. Auch findet 
man nach der im §• aufgestellten Formel 

t 

n ' > ^ 

Ea tn 



A- E a t n - ^ ^\- Ji(a,59n-a,88a5) 



A £ a — < A"" ^afn 
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rr o,93b8, so wie A 88'' — ±ro,82a5, utad es ist «^5o8zro,82aS + 
0,1082 « «, d^ h. der ganze Einschufs des einCretendenMitgliedds ist 
gleich dem baarenWerthe der nmSJahre aufgeschobenen Leibrente 
und dem zehnten Theil der jährlichen Zinsen des voii dem £n- 
trepteneur zu leistenden Vorschufses, 

Das Verhaltn\fs ist daher eVen so anzusehen, als wenn Je- 
mand in eine verschuldete Gesellschaft eintritt, wo er yerhält- 
nifsmäfsig die Zinsen der gemeinschaftlichen Schulden mit über-» 
nehmen mufs. Gesellschaften dieser Art' sind sehr gewöhnlichi 
sie sind aber nur d&nn zuläfsig, wenn die ersten Mitglied^v 
anstatt, wie es oft der Fall ist, auf Kosten der später eintre- 
tenden zu zehren, ebenfalls einen verhaltnifsmäfsigen Einschufs 
erlegen, so dafs durch den daraus entstehenden Fonds die 
Zinsen des später entstehenden Defed:« in den jährlicheiv Ber<: 
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tragen gedeckt werden, wtt dann aber die Rechnung am bequem* 
•ten nach dem vorb ergehenden $• io5 anzustellen ist* 

Anm* a* Einige allgemeine Bemerkungen über Leibrenten- 
Institute werden hier am besten ihren Platz finden^ 

y/aa^uerst die tum Grunde zu legende Sterbens Ordnung 

betrifi^y 80 glaube ich auf die Anm« 2« zi^n $> 48. verweisen 

zu können* Da, nach allen bisherigen Sterbensordnungen übri- 

gens die Ueibrenten für das Alter von o an bis etwa in das gte 

Jahr zunehmen, von da an aber wieder abnehmen, und jetzt die 

Sterblichkeit in den frühem Jahren der Kindheit bey 'weitem 

1^ nicht mehr so grofs zu seyn scheint, als %ie in den Tabellen 

.angegeben ist, so würde ich rathen, als Kegel festzusetzen, dafs 

für jedes K-ind unter 9 Jahren so bezahlt werden solle ils ob 

es schon 9 Jahr alt wäre* 

Zweitins. Bey Festsetzung des Leibrententarifs mufs man 
nicht aufser Acht lafsen, dafs gewöhnlich die Leibrenten, so 
wie sie «in den Handbüchern angegeben worden, nur auf volle 
Jahre berechnet sind, wie im J. i63 u« folg. vorher gez'teigt ist» 
Wenn daher, wie es gebräuchlich ist, die Leibrenten auch für 
die Theile des Jahrs, welche die Absterbenden jedesmal nocH 
durchlebt haben, oder auch in mehreren Terminen bes^ahlt wer- 
den ^sollen, so mufs man die Corre^onen, die in den $• $«. 67 
bis 75 angegeben sind, hinzufügen» Diese Corredion kann 

I beinahe — — betragen, welches für die meisten Alter tnehr 

^^ • 

ausmacht, als wenn die Ferso^ien um ein ganzes Jahr jiiLnger 

wären« 

DrittenS4 Will man den Tarif nicht für alle einselne 

Altersjahre bestimmen, sondern die Personen etwa ' von fünf 

zu fünf Jahren in die nämliche Clafse ordnen, 90 mufs man zur 

Sicherheit der Kafse festsetzen / dafs alle Personen einer und 

derselben Clafse (Kinder unter 9 Jahren, wovon vorher schon 

geredet ist, ausgenommen) deb Einschufs so als ob sie '^on 

'idem jüngsten Alter ^eser Clafse wären, bezahlen sollen. 
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V 

* 

Wollte man den Einsatz in jeder Clafse nacYi einem' DurcYi- 
schnitt l>e8timmeny so wäre djeser Einschufs für die jungem 
Personen zu klein, Und es wäre zu erwarten, dafs^ verhältnifs- 
mäfsig mehr Personen von dem niedrigen als dem höhern 
Alter jeder T^lafse eintreten würden« K 

Viertens^ ivill, man gestatten, dafs Jemand eine aufge- 
schobene Leibrente durch temporäre Beitrage an die Kafso 
während der ersten Jahre seines Eintritts kaufe, so kann dies 
freilich oline grÖfseres Risico der Kafse geschehen, da, wenn 
der Rentenirtr auch vor der Bezahlung des ganzen Werths der 
eventuellen Leibrente sterben sollte, zugleich die Leistimg Von 
Seiten der Kafse wegfallt« Indefsen würden in diesem Falle 
die jährliclicn Beiträge nach dem, was vorher $• io5 angeführt 
worden, zu bestimmen ^eyn* Wenn aber A eine bestimmte Zeit 
lang einen jährlichen Beitiag an die Kafse entrichten wollte, um 
dem B eine gewifse entweder sofort laufende oder aufgescho- 
bene Leibrente zu verschalTen, so hätte die Kafse bey diesem 
einen Geldgeschäfte eii\ zwiefaches Risico zu iibernehmen , 
eipmal , dafs A .vor der mittleren Zeit stirbt , das andremal 
dafs B über die mittlere Zeit lebt ; diese letztere Art der Be- 
zahlung der jährlichen Beiträge konnte man also nur dann 
gestatten, wenn bey einem 'grofsen Umfange der Anstalt zu 
erw'arten wälre, dafs der Nachtheil und Vortheil sich ciniger- 
maafsen ausgleichen» 

Fünftens» Bey Anstalten von geringem^TJmfange müfsto 
man ein ^icht zu grofses Maximum für das Kisico auf ein 
einziges Leben bestimmen, da sonst das kürzere oder längere 
Leben einer einzigen oder einiger wenigen Personen einen 
nachtheiligen Einflufs auf den Bestand des Instituts haben kann* 
Sechstens* Bey allem dem ist es sehr fathsam,« von Zeit 
SU Zeit die Bilanz de^ Anstalt aufzumachen« Aufser dem haa- 
ren Vermögen der Kafse an Gi^ld, Eiferen und Aufstanden 
rechnet man zu dem Credit derselben den Werth der noch zu 
ieÜ«teiiJden Boltiäge, und zwar nach dem der Anstalt zum Grun^ 



I 
I 
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gelegten Tarif und den jedMmaligen Alter der Contrflmenten» 
Um das Debet aiuranitteln , wird sn dem gegenwärtigea 
Schuldenbetrag der Kaf&e ebenfalls der Werth sÜmmtlicher zv 
zahlenden Leibrenten » naph dem abgenommenen Tarif und 
dem jedesmaligen Al^er der Rentenirer, hinzugefügt« Sollte 
auch das Credit das Debet . übertreffen, so ist es doch nicht 
rathsam« zu Gunsten der Rentennehmer eine, Veränderung in 
dem Tarif oder den Renten eher yorzunehmen, bis nach einer 
beträcfitlichen Reihe von Jahren sich zeigt, dafs der lieber- 
8chu£i fortwahrend zunehme« Ist' das Debet grölser als das 
Credit, so mufs man die Erhöhung des Einschufstarifs oder 
Herabsetzung der Leibrenten nicht zu lange aufschieben* In dies« 
Hinsicht ist es rathsam, gleich in dem Plane festzusetzen, dalii 
jeder Interefsent sich den Verändningen, welche die Umstän- 
de erfordern möchten, unterwerfen ^üfse« Dies ist aucl^' des* 
'.wegen rathsam, weil bey der zuverläfsigsten Berechnung und 
der Yollkommensten Verwaltung doch unvermeidliche Verluste 
Von Kapitalien eiotreten, die Zinsen durch die Zeitumstan- 
, de oder gesetzliche Anordnungen herabgesetzt werden köo«- 
nen etc* * 

Siehittttns* Hat die ^a(sd Nebeneinnahmen, so ist es am 
sweckmäfsigsten, davon, so lange keine Unterbilanz Statt findet, 
den Interefsenten temporäre Erleichterungen oder Zulagen zu- 
zugestehen« Dies würde aber wohl im Plane gleich anfang- 
lich zu bestimmen , und über diese Nebeneinnahmen eine be- 
•ondre Rechnung zu fuhren seyn. 



•- 
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y * 

Sechstes Kap i t e 1. 

Fon 

' ; 1 • 

Anwartschaften, die vom Leben einer ^einzigen Per-* 

507t abhangen. " • ^ 



Eiiie Person vom Alter a hat am Ende des nten 

Jahff eine Summe rr 1 2U erwarten^ w^nn sie dann 

noch lefoeii i^oUte (widrigeiifalb die !* Zahlung gans 

wegfallt )j man fragt nach dem gegenwärtigen Wer*^ 

the dieser Summe« Der gegenwärtige Werth ei« 

lies am Ende des nten Jahrs unbedingt 2u zanlen«' 

1 ■ 
den Thalers ist = ^i und dies würde die Sum- 

ni^ I Jiir ' die Person werth seyn^ wenn es gewifs 
vfice, dafs sie am Ende des nten Jahrs noch leb« 
ie« DdL aSer die Wahrscheinlichkeit^ dals sie dann 

tioch lebe>=: - — ist, fo- ist der gesuchte Werth der 

. . n. ; . ■ 

«k erwartenden Summe ss -r — • 

Arn • 



'Wenn die Bedingung dahin ginge> dafs falls 
eine Person vom Alter a innerhalb n Jahren sterj^en 

. - N 



rf 
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würde) die Samme i a^ Ende d6s ^ten Jahrs be- 
2ahlt werden sollte; so wäre die Wahrscheinlichkeit, 
dafs die bestimmte Person innerhalb der gegebenen 

Zeit sterbie, rrs . . , *■ ■ — : ;= I — 



A A 

»nd folglich der gegenwäi?tige Werth der a^gegebe- 

V n . n 

A. — A— 1 A— 

nen Summe = — r • = r > 

' A rn ru^ Am 



• «* 



d. h» glcAeh.dem aufnJ^hre discontirten unbeding- 
ten Wertlhe : defc Stoilpjie i, weniger dem paaren 
Werthe auf den Fall> d^fs^die Person am JEnde deS' 
Uten Jahrs noch, lebt« 
- . Wenn man n zss, I setzt, so hat man den Üer 

1 - 
gesuchten Werth =2 — c= — ■ . Dies wa- 

i*e aldo det Werth dör PÄrtiie, wenn Jemand auf 
den Fall, dafs er innerhalb des nächsten Jahrs ster« 
ben sollte, seinen Erben die Summe l ^usichern^ oder, 
wie es zuweilen ausgedruckt wird, sein Leben auf 
em Jahr i;ersichem wollte. 

Ex. Für eine Person von $Q Jahren wäre die- 
se Prämie nach SüfsmüchsSterbensordhungunddett 
Zinsfufse von 4 Procent = ifg 0,96153 = 0,0288- 
Wollte die^ Person also SQO Rth. versichern, so W* 
re die Prämie = 14,4«: , *^ 



$. *I09. 

I 
I 

Wenn eine Anzahl von Personen de« Alters a 
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\ 

fibereingekommen ware^ dafn (ür eine jede derset« 
ben bey ihrem Abstetben^ und 2war am £nde det 
Sterb^ahrs, die Summe I bezahlt werden sollte^ so 
wäre überhaupt zu zahlen am Bnde des ersten Jahrs 
äAf am Ende des zweiten Jahrs i&A^> des dritten 
Jahrs i& A^^ etc* imd am Bnde des xten Jahrs 

14 A \ Wenn man jede Zahlung auf dem An* 

fangstermiu discontirt und die Summ|9 dieser dis-* 
contirten Zahlungen durch die anfängliche Anzahl 
der Personen dividirt^ so erhält lüan den Werth 
der zu zahlenden Summe | fiir jede Person s= 

A ^ r ~ r» t* ~ • • ~ j.^ 

= -4—r • Dies ist eben derselbe Ausdruckt 

Ar*^ r® 

der vorhin bey Berechnung der Leibrenten schon 

bestimmt und dort mit &a, bezeichnet wurde; der 

gedächte Werth wird kiinftig auch der SterheAaUt 

genannt werden« 



$• 109. b* 

Nach der im vorhergehenden §. aufgestellten 
Formel läfst sich vermittelst einer einzurichtenden 
HOfstabelle der Werth des Sterbethalers für jedes 
Alter sehr leicht berechnen* Man dividire nämlich» 
um dies» Hülfstabelle einzurichten^ dal DecBonent 
für je^es Altersjahr vom Jahre äu bis tum Jah- 
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te Zf wenn dies das höchste Altersiiel ist^ mit den 
auf einander folgenden Potenzen vqn r^ uämlieh 
wenn die Grundzahl der Tabelle' für das Alter o 
mit F bezeichnet wird ^A F^ mit r, A ¥^ mit r*, 



n — 1 



überhaupt jdF " mit rn , und schreibe diese dis' 

contirten Decremente bis zum höchsten Alters- 
zieL unter einander; dann sui^mireman diese Reihe 
▼on unten auf und setze jedesmal die Summe von 
m Gliedern neben das mte Glied von unten. Sucht 
' man nun dejn Werth des Sterbethalers für das Al- 
ter Af wofür die Altersergänzung = z — a == Z| 

Und die Zahl der Lebenden = F~~^ =: A ist^ so 
^ nehme man aus der Tabelle die bey denx Alter a ste- 
hende Summe der discoutirten Decremente und divi* 
dire dieselbe mit der zu demselben i\lter gehörigen 
^discontirten Zahl der Lebenden* Die gedachte Sum- 



me dar Decremente ist nämlich 



ä 

AT- 



a+ 1 af 2 

'^F f ^F , ^A 



?rfT + "SIT ^ •*' *^ ^^^ ^^^ Divisor = 

-—===—-; folglich wird der Quotient, = 

jfA , :</ A^ , ^ A* A 

•^r«t» "*" wir "^ 7a + 3 +♦ •^' TT" — 






l 
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§. HO. 

• • • ^ 

Da^ wie oben $• 69* bereits gezeigt ^worden 9 

^ ^a =: , 80 kann man. wenn die ^Leibren« 

r / pr 

ten - Tabellen einmal berechnet sind^ auch hieraus 

denWerth des Sterbethalers finden^ indem man^a = 

X Aa; x^ Xa_ 

= (I — — ) berechnet. 

r p r r » p - 

Ex, Es werde der Werth des Sterbethalers 
(ur das Alter von 40 Jahren nach Süfsmilchs Ster- 
bensordnung und dem Zinsfufse zu, 4 Pröcent ge-« 

'I A a ~ 

(ucht j hier ist (I — — ) s? 0)9<$I53* 

t P 

( I ^~^) = p,9ÖI53 (I - 0,52<J2Ö) SS^ 

0^4555. 



/ 



Viii. 

I 

Wollte . man den Werth des Sterbethalers 
durch die Differenzen der Decremente bestimmen^ ^ 

so ist nach dem Vorhergehenden (§. 65*) f ■ — ^ — 



•n 
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A r •^. r* • 

Ebenfalls konnte marn^ anstatt dieser zweiten 
PüFerenzen der Hauptreine^ die dritten Differenzen 
bey Bestunmipg des Sterbethalers gebrauchen« Ei 

u% nämlicb n^ph $•. 6S* f -■ s=s 

t A^ A^ 
pr (^•A— — f — ), wonach also ^a ss 

» 

le man die vierten Differenzen ^ebranchenj so hat- 
te man auf die nämliche Weise ^ä 



p. P* A^ k^ 

-^ (^A~ p^»A + p.^t A-X^y^— ). 

Anm* Da die Differenzen keine sehr grofso Zahlen sin4 
Dnd die Tabelle, wovon im $, zog» b* geredet worden, leicht 
•u verfertigen ist, so kann es wohl nur in dem Fallo rathsam 
f eya, einß andre als die in dem gedachten $• 109« b« angege« 

* 

beae Methode zu Berechnung des Sterbethalers zu gebraucbcBt 
wenn man jene ' Tabelle noch nicht hat, dagegen aber die Leith 
Tente«*Tabelleii besitzt« 



f. I12* 

Vorher im §. IO0 ist vorausgesetzt, dafs der 
Ste^bethalcr jedesmal am Ende des Sterbejahrs be- 
zahlt werden soUS. Will mtin annehmen, da& dai 
Absterben der Personen nach einem Durchschnitt 
in der ,Mitte des Jahrs geschehe, und daij der Ster- 
bfthaler durchgangig in der Mitte des Jahrz b^ 



j 
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i 

zahlt werde; so ist der Werth defselben zz r* ^a, wo- 
für* man auch yyKihl ohne beträchtliche»' Fehl«v 

-i- ^a setzen könnte. - 

Weaii aber der Sterbethaler jedesmal in dem 
Augenblick^ wo. der Todesfall erfolgt, bezahlt und 
der VVerth danach genau . bestimmt werden soll, so 

ist er, übereinstimmend mit §• 34, =: ^a=r 

P 

«r ' it a 

— ^ (I — — ) . Für r = 1,04 würe dieser 

pr P , 

Werth = 1,01987 ^a. 

Anm« Teten« hat in seiner Einleitung etc* nntei Kum» 
XXI» eine Tabelle ifber die Werthe des S,terbethalers für jedet 
Alter, nach SUfsmilchs Sterbens Ordnung utfd' zu 4 Procent be- 
rechnet, hinzugefügt* Er ninimt aber dabeyan, dafs'dicf- 
ßterbethaler durchgängig im Anlange des Jahrs befahlt wer- 
den sollen, und jeder von den dprt angegebenen Werthen ist 
daher nach der hier^gebrauchteu Bezeichnung m r -^a. Diet 
T ^ a pftegt Tetens anch schlechtweg mit T zu bezeichne^, so 
•wie er dagegen, das, was hier ^a benannt ist, durch R aus- 
druckt, wonach also bey ihm T ZU r R ist» Diese Ausdrücke 
werden indefsen tuweilen unbestimmt , da man nicht immer 
gleich sicht^ auf welches Alter sich T und R beziehen» 



§. 113. 

Sollte der Sterbethaler erst vom n + l^^^ ^^^' 
rä an bezahlt werde^n, falls pämlich' die Person A 
dann erst sterben sollte, so wäre der gegenwärtige 






1 
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/ 

Werth drfselbeii =: ~ (^4- 4" ^^ + 

A ^ mfi V rnfa "^ 

nf a n n 

• ^ A— 

n f t ■ ti 

^A . . A— 



!■ I 



"^••^^^ i;^'^* + u,d,h. gleich dem 



r« *' ^ Arn 



Sterbethalerfiir das Altei^a-f- n^diäcontirt auf n Jah* 
Ire und tnultipUcirt mit der Wahrscheinlichkeit^ da& 

atn £ade des nten Jahrs A noch lebe. 

> ^ 

Wenn aber die Anwartschaft ,nur auf den 
Fall befahlt werden sollte , dafs A innerhalb der 
ft Jahre stürbe} 9o hätte man den » Werth derselben 

n . ' " 

A- 

-=: ^a •— ^ — i9 a 4- n. Hiernach Cände man al- 

Arn • " 

so den Werth der Prämie^ wenn ein gegebenes Le^ 

hen auf eine bestimmte Anzahl von Jähren versi^ 

chert werden sollte. Wenn 2. B.^ a == 40 ist und 

die Versicherung auf 5 Jahre gehen> auch nach dar 

Süfsmilchschep MortalitätstaböUe und dem Zinsfufse 

von 4 Procent gerechnet werden soll, so hat man 

A— 



** — ';S^^* + " ~ Ö,45S5 — 0,821927. 

— 0,4995 =* 0,4555 — 0,3722 == 0,1833. 

Wäre n := I, so wäre es ersichtlich bequemer, 
die Berechnung nach ,^. 108* anzust^en, wo der 

Werth für diesen Fallcr— — angegeben ist. 

Ar' 



Von Renten etc. auf ein einz*Leben4QOI 

"Uebrigens kann man den caerM in diesem ^« 
angegebenen Werth den kufgeschohenen f leticteren 
abei^ den aufhörenden Sterhethäler nennen. 

Anm* Wenn n grÖfiier als i ut, so geben der $• 108 und die 
xi4etzt angeführte Foimel de« gegenwartigen $. nicht densel- 
ben Werthy wie anch begreiflich ist« Es hängt zwar in bei- 
den Fällen die Zahlung des Sterbethalers^ daron ab, dafs A 
innerhalb der n Jahre sterbe* Kach %^ 108 wird .aber der Sttfr- 
bethaler erst bezahlt am Ende des nten Jahrs, nach dem ^egen« 
wärtigen )• 4agejen w\ £nde des Sterbejahrs« 

$.114. 

Wollte eine .Person vom Alter a ihre jährlich 

mit I zu zahlende Leibrente wahrend ihrer ganzen 

Lebzeit bey der Kafse stehen lafsen oder, welches 

dafselbe ist, während ihrer Lebzeit jäht*lich I Rth* 

bezahlen, wofiir bey ihrem Tode eine im voraus zu 

bestimmende Summe bezahlt werden sollte, so müfs- 

te man, um den Werth ' der Summe zu finden, -den 

Werth der Leibrente für das Alter a suchen, und 

dann berechnen, welche Anwartschaft auf den Tod 

von A daliir zu erhalten wäre, d. h. wenn die 

bey dem Tode der Person A zu zahlende Summe 

il a 

mit t bezeichnet wird, so ist t :^ , oder wenn 

-^a ' 

die Zahlung der Anwartschaft in der Mitte des 

Xa ^ 

Sterbejahrs geschehen soll, t =: » 

r* ^a 
£x. Die Person sey 40 Jahr lEtlt, so ist der 
Werth ihrer Leibrente nach Süfsmitehs Mortalitäts- 



t V 



V 
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I 

tabolle und zu 4 Ton Hundert berechnet^ =:I3J56S ' 

, Da nun der Werth des Sterbethalers fiir das Alter 

von* 40. Jahren :;=: 0A5SS ist» so kann die 40iäli" 

rige Person tut die Summe von 13^1565 Six ilire 

i3,i565 ' 
Erben eine Anwartschaft auf ^ 4555 m 

28>884 kaufen. 

Verlangte Jemand^ dafs bey seinem Tode die 
Summe I ausbezahlt werdet^ sollte^ und würde die 
jährliche Rente gesucht^ die er dafür ^während sei- 
nes Lebens 7>\i bezahlen Kätte^ so müfste man ^ 
als das Kapital ansehen^ womit eine Leibrente f& 
das Alter a gekauft werden sollte^ uftd den jährliclieii 
Belauf dieser Rente suchen^d. h* wenn diese ]ibX' 
liehe Rente mit 1 bezeichnet wird^ so wäre 1 ^ 
I A a 
^a r pr *,' ' 



ia Aa r ■ Aa p 

wenn der Todtenthaler in der Mitte des Jahrs zahl- 

bar wäre, n — z — f-r \ 

Sollte z. B. bey dem Tode einer vierzigjähr^«» 
Person eine Summe .von 100 Rth. und zwar sofort 
d, h. im Durchschnitt in der Mitte des Jahrs, bezahlt 

werden, so wäre r* ^a =1 o>464S4> ^nd Aa ^ 

» 

«^ <r^^» * 1 1 xoo ♦ 0,46454 V ' ^ 

13,1565^ also 1 , ' ' . .= 3,53097' 

i3,i56a 
Anxn« Herr ]\IorgaiL giebt in seinen Principles etc. f«' 
die Berechnung^ der Siunme , wozu eine während der gsnieo 
Lebseit angesparte Rente *mt ihren Zinsen anwächst, eine >'■' 



i 



/ 
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dare >bcr unrichtige FQrmel* Er setzt nSidÜoli Seite 54 und 

* X ■ 

x54 diesen Wertn m • — -^ ■ ■■ 

• , A ' 

Der Beweis ist in WesentlicHem folgender* Dasjenige, »wae 
die 2\ A^. erhalten, ist, bis zu ihrem Tode, da sie am ^nde • 
des ersten Jahrs sterben, ZZ AA^, wa^ die 4A^ erhalten, 
Sst, da ^ie. am Ende des zweiten Jahrs sterben, HT^ A^ (r f i) ; 

eben so ist dasjenige, wae A A-i erhalten, ZZ. J^ Al (r* "t* r 
^ i) etc* Folglich wird der bis zu dem Tode der yerschiedenen 
Personen accumulirte Werth der Zahlungen) über alle gleich-; 
mäfsig vertheilt, 



AA^ 



X — r 

AAftr AAir , AA r 

+ ~A~ + ~S~ + -- + ~A 

r X— r 
A* AAr Air» ^ A rx— » 

— "S^ + —A' + "AT" + V + -S ^ 

IDies wäre aber ein Durchschnitt von dem^ was alle Interelsen- 
ten, eiruge mehry andre weniger^ einige früher, andre später^ erhaU 
ten würden^ wobey die AVerthe euf keinen §(emein8chaftlichen 
Termin zurückgeführt waren^ ein Durchschnitt , den man, sq 
viel mir bekannt ist, nirgend gebrancht und nirgend gebrauchen 
lunn, wovon such- Morgan in seinem Buche keinen Gebrauch 
gemacht hat, wiewohl er eine Tabelle über diese Werthe für 
alle Altersjahre seinem Werke angehängt hat« Was man in 
dieser Hinsicht lediglich gebrauchen kanni ist der gleiche 
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Werth» den alle Personen defoelben Altenr,"* mögen sie spate« 
oder firüher sterben,- bey ihrem Tode Hur die aufgesparte Leib- 
reate erhalten .können^ und dieser ist, wie im gegenvärtiges 

ila 

I« angeführt wordeni IZ — — • Wo grola der Unterschied 

beider Werthe ist, ergiebt sich schon daraus, dafs sufolge Mor« 
gans Tabelle die bis an ^den Tod aufgesparte Rente einer dm- 
fsigjährigen Person nach der. Northamptoner Sterblichkeitsta- 
fel und dem Zinsfiifse von 4 Procent, ZZ 66,029, nach &t 
im gegenwartigen 5* angegebenen Formel aber ZU 54,465 H 



§• IIS. 

Wenn Jemand seine jährlich mit I zu «aUen« 
de Leibrente n Jahre bey der Kafse stehen lafsen 
oder^ welches dafsellDe ist^ n Jahre> in sofern & 
so lange lebt^ die Rente I bezahlen wollte unter 
der Bedingung, dat» dafür bey seinem Tode eine 
zum voraus bestimmte Summe bezahlt werden soll« 
tCf so wäre die Rente als eine mit dem nten Jabr^ 
aufhörende Leibrente zu betrachten^ deren Werth 

n 

A— 



üz * a — -r > A a 4" n ist^ Da nun der haare 

Arn * . * 

Werth der Summe I, die bey dem Tode der Person 

vom Alter a bezahlt werden soU^ ZZ <&a, ist, so 

wird der haare Werth der Anwartschaft« die iSr 

< 

den gedachten Belauf auf den Todesfall von A g^ 



kauft Verden kann^ = 



n 




Am 




• » 


*a 






^ ^ 


% 
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Ex« ^ Det baare Werth einer mit dem loteü 
Jahre aufliörenden Jjeibrente für einen Fünfzigjähri- 
gen ist nach Süfsmilchs Tabelle ^nd dem Zinsfufse 
von 4 Pfocent zu 6>58II- Dagegen ist S^sl für 
darselbe Alter =i 0,5468> folglich wird die gesuch- 
te Anwartschaft — — ^rr^ = I2,03(y* 

0,0400 

Wollte man umgekehrt wifsen, wie grofs die 

, mit dem uteri Jahre aufhörende jährlich mit 1 zu 

zahlende Leibrente für die Person vom Alter a 

seyn müfste, wofür die Summe l bey ihr^m Tode 

zu erhalten wäre, so hätte man 1 :^ 

■ö-a ♦ . 

— — -^ . ■ . 

n • 

^a — - -- — Aa "4- n 

Arn ' . - 

Ex. Wenn wieder a ZZ SO9 n rr 10 und r 
— I9O49 so ist nach äfir Siifsmilchschen Tabelle 



^a 



ia 



n 

Jta., 



6,5468 

= 0,0&308. 



6,5dii 



A^rn 



- Aa +• n 



1 

§. 11(5. a. 

Es bestehe eine fortwährende Gesellschaft von 
einer bestimmten Anzahl Personen TT n, mit der Ver- 
pflichtung, dafs bey dem Tode jeder Person, und 
zwar am l^nde des Jahrs, worin sie gestorben, von 

jeder dann noch lebenden Person — ^ Rth. bezahlt 



0.06 
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werde, die Personen soDen bey dem Eintritte in 
die Gesellschaft durchgängig vom Alter a seyu, bey 
dem Abgange eiii^r derselben tritt eine andre von 
demselben Alter a hinzu, und die Gesellschaft ist be* 
reits zu dem Beharrungszustande/ gekommen; man 
sucht den Werth der Zahlungen jedes Mitgliedes 
Der Beharrungszustand tritt ein, wenn die zu dem 
Alter a gehörige Ergänzung, die z: x seyn mag) 
abgelaufen ist. Wenn nun die jährlich eintreten- 
de Anzahl von Personen n: Aist, so ist die Anzahl 
der in der Gesellschaft gleichzeitig lebenden Per- 
sonen der verschiedenen Alter fortwährend 1:1: A- + 



A3^ + AA -|- , . »^ A~, oder, wenn die A PeKo- 
nen jedes Jahr nicht auf einmal, sondern nach und 

X 

nach eintreten, z: A* -f- A* + Ai--^ . .+ A"^ 

4- f C^A 4. ^ Ai -f.. JA^ + • • + ^A-) 
rzj* A'^ -[- f A. Femer ist . der jährliche Abgang 
in der Gesellschaft von den Personen A =1 ui A, von 
Ai rr ^ A^ etc. , folglich überhaupt — ^ A + 

'^A^ + ^Aa + .. + ^A— = A. Also ist 

das Maafs der jährlichen Sterblichkeit ZU 

A I 

—-rr^ — ; — =— r— — -5^ — "-9 wenn nämlich fur,E« 
fA'^ + I A E a ' 

der vollständige Werth genommen wird, und wenn 

die Anzahl der Personen aller Alter in der Gesell* 

Schaft zu n ist, ,$0 sterben jährlich -— — Personen. 

£ a. 

Da nun die eintretende Person vom Alter a bey 



« I 



« 
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£a 



ledem Todesfall — Rth, , abo in jedem Jahre 
Rthu bezahleu.soU, so ist *der gegenwärtige 

Werth dieser Zahlung = . •-- — ^ a. Wenn al« 

t' »' Ißt B. 

10^. B. a = 40^ so ist nach Stirsmilchs Sterbens« 



9 ^ 

^dnnng und dem Zinsfufse von 4 Frocent 



Ea 



Aa 



2i,64 

hätte man 



. I3,1S65 =0;S8II. Wäre a =:: 50^ so 



Xa 



10,7961— 0,6369- 



K a "" ""' 16,95 

Anm« 1« Hiernach würden die gewöhnlichen Todtenkafsen zu 

beurtb^lon «ejrn, wenn dahey ein unireränderliches Alter für die 

Eintretenden festgesetzt wäre, und diese Anstalten zu einem . 

Behartungszustande gelangten* Gröfstentheils gehen sie aber 

schon vorher wieder unter , da die jährlichen Zahlungen den 

Interefsenten zu lästig fallen, und Sicherheitsbestellung für die 

gehörige Berichtigung ni^ht wohl zu erhalten ist* Dazu kömibt 

noch Folgendes. Wenn eine Anstalt dieser Art erst errichtet 

wird, sp ist die Anzahl der Sterbenden und der jährliche Bei* 

trag gering, die Sterblichkeit und die Beiträge nehmen zu, so 

wie die Gesellschaft älter wird, und erreichen ihr unveränderU- 

ches Gröfstes mit Ablauf der Altersergänzung z«. Die spä'ter 

eintretenden Mitglieder werden daher durch die früher einge-* 

gangenen vervortheilt» Der* wahre mittlere Werth der bey je^ 

flem Tcrdesfalle ^u zählenden Summe ist nach |. io.9, m ^a; 

. il a 

bey der hier erwähnten Gesellschafit wird er aber ZZ — -- — » 

Ea 

. X ^a 

und beide Werthe verhalten sich zu einandeif wje =— : ♦ 

£1 a A a 

Anstalten dieser Art sind daher überall nicht zu empfehlen» 
:Wio übrigens die Berechnung ausfällti wenn iip Gesellschaft 



/ 
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▼on Anfimgo a& geacUofflon'wmi wird weiter taten gesogt wer« 
den. ' . ' 

Anm« 3» Um cüe Naitw solcher C^sell^cttäfteil noch na- 
Kei zu erläutern, fuge ich hipr ein kurzes Beispiel hinzu« 1^ 
1>e8tehe eine Gesellschait wie die vorhin eiwÄhnte, 'der6ti W^ 
glieder bey dem Eintritt 90 Jahr al^ sind, und es sey bereit! 
der Behammgszustand eing^etreten* ' Der £ürze wegen nebtto 
man an, dafs die Mitglieder nicht succefsiv, sondern« im An£uK 
ge des Jahrs auf einmal eintreten, und ^ dafs folglich nach SüSs- 
milchs Sterbensordnung ihre Anzahl Iz:6f5f4f3ta 
't t ~ 2h der jährliche Abgang und Zugang aber IH 6 sejt 
Öa nun das Absterben als continuirlich und in jedem Jährt 
gleichmäfsig angenommen werden mufs, bo leben, im Durch" 

schnitt während des Jahrs — — — ^-^ *:::: ig Mitglieder^ die bcy 



> \ 



6 Sterbefällan contribuiren« Soll die Leibrente für a Ü 9^ 
hiemit zustmn^enstimmen , ao mufs sie ~ 



-•1 



i ( . ' X (a -— X) "f Ä a) genommen werden, welches fttt 
diesen Fall| zu 4 Frocent gerechnet^ ZZ 2|V^^9 ^^^^ Hicxnacli 



-I 



wird also 



iCj^ — ^^ — I + *a) 
£a 



_ 3 ^ 



099069, dagegen wird \ß> a* Wenn der Sterbethaler am Ende des 
Jahrs bezahlt werd.en soll, ZZ, 0,7857« Wenn nun im An£m{4 
eines Jahrs, nachdem der neue Zugang eingetreten ist, die 
Gesellschaft geschlofsen werden sollte, so waren die festgesetf 
ten jährlichen Sterbethaler imd Zahlungen folgen^eimaaiseo 
au berechnen ; • 
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/ 



I 



^ um OS W 00 



■BH^ 



09 it« Ch O^ 
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00 



«ta 



■ ^ 



►*' o* Krx »si lö "i 



«. • 



tn i«N *^ i|s*^ cn 



r 



g- 8 



5? 



f. 




fö SS» 3- 

er* 01^ "3 



t3. 

*3r* »I* 



. V 



Wenn mto diese Defcae nuf den JUifang de« ersten JTaltf« dfi* 

*•!* . . . •69,865 

contirt, 80 betragen sie — -j^ zl 4,9915, welchem «n Be-: 

«treitimg der planmafs igen Zahlungen für die Mitglieder feh-* 
len» Wollen also die neu eintretenden Ihterefsenten «ich nui 
einem Entrepreäeür darüber vereinigen , däfs 816 ihre Zabhing 
gleich bey demiEintrittin dieGesellsöhaft aUf einmal abnlÄCben, Uni 
»oll die Zahlung für alle eintretenden Interofsenten gleich aeyit| 
so mufaen die jedes Jahr hinzukommenden sechs neuen Mit- 
glieder nicht nur den haaren Werth des Sterbethalers ^ a ^ 

O 



aio 



Zweiter Abschnitt; 



sondern aucYi die Zinsen des ron dem Entrepreneur zn leisten- 
den Vorschufses mit o,o4«4)9925 ZU 0,1997 bezahlen, welches 
letstere für Jeden o,o332 beträgt* Folglich hat jeder ein- 
tretende Interefsent ein für allemal zu' entrichten 0,8757 f 
o,o33a ZU 0,9069, wie oben angegeben worden. 

Man könnte auch spwohl die Lebensdauer als die Leibren- , 
te von a ohne Correction gebrauchen f däbey'müfste inan aber 
^zugleich annehmen, dafs nur die am Ende jedes Jahrs noch 
lebenden Mitglieder zu den ' wahrend defselben eingetretellfa 
Sterbefällen contribuiren« Wenn nun wieder im Anfange des 
Jahrs 21 Interefsenteu vorhanden sind, so sterben davon jähr- 
lieh 6, und es contribuiren i5, folglich ist dann der plahmäs- 

»ige Beitrag bey jedem Todesfall ZU jj* Hier wird nun, 

3,2841 



wenn man wie vorhin rechnet, 



Aa 



^I 0,9 136« 



Ea' a,5o 

Ferner erhalt man die Defefte für die verschiedenen Jahre o, 

i5 24 27 34 . i5 

, welches, auf den Aöfangs- 



i5 



i5 



i5 ' i5 



und 



i5 



89,866 ' 

teraiin discontirt, ZU r — ZI 6,991 ist, woVbn die jahrL 

10 

Zinsen zu 4 Procent 0,23964 betragen, und der auf jeden ^er 

seclis neuen Interefsenten fallende Theil ZZ 0,03994 ist» Da 

nun-ö'a =: 0^8737^ so hat man wieder ^ a f o>03994 
ZZ 0,8737 f o,Oü^ ZZ 0,9126. 



$. 115. T). 
Da nach dem Vorhergehenden ^a der Werth 
dvCr Summe l ist, welche am Ende des Jahrs, wor- 
in A stirbt, bezahlt werden soll, so ist überhaupt, 
wenn zu dieser Zeit eine andre Summe = P be- 
zahlt werden sollte, der gegenwärtige Werth die- 
ser Summe =: -ö-a, ?• Wenn , also nach dein 
Tode von A ^inte an^r& Person,, dann von depi be- 
stimmten Alter b, die Jahr-Rente I auf ihre Le- 
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beiiszeit geniefsen sollte^ uiid zwar so^ dafs diese Ren- 
te von dem Ablauf des Jahrs^^ worin A stirbt, an- 
finge zu laufen ; so wäre der jetzige Werth dieser 



Leibrente 



S-R • Xh 



== ^-ir - A Ab; soll- 
V Pf 

te die Rente aber zu Ende des Jahrs, worin A stirbt, . 

zum erstenmal bezahlt werden, so hätte man den 

jetzigen Werth derselben = r • <a* a • A b ==: 

, ia ^ ^ 

vi ~ — ^ — ) K b. Wäre z. B. A 40' Jahre alt, und 

sollte nach seinem Tode eine Person, dann 2.0 Jahre 
alt, zum Genufs einer Leibrente, di^ am Ende ded 
Sterbejahrs zuerst fällig würde, berechtigt werdest 
so würde- nacji Süfsmilchs *Mortalitätstabelle und 
dem Zinsfufse von 4 Procent der jetzige Werth 

= (i-ii-5U = (, - -ii^) 

P ^5 

1(5,7905 === 7,9540* 

Würde anstatt P eine Rente I auf n Jahre ge- 
setzt, die am Ende des Sterbej^ihrs zum erstenmal 
fallig werden sollte*, so wärö der jetzige Werth 



(I 



Aa ' 1 ' ^ I , 

IT-) P (I - tr-) = Cp-Aa) (I - -^). 



rn 



rn 



Sollte aber von der nämlichen Zeit an die 

^ Jahrrente I immerfort bezählt werden, so erhielte 

man den gegenwärtigen Werth derselben 

Xa ' ■ ■ ' ■ "^ 

(I — ) p =: p — A a. 



P • 



02 



aiü Zweiter Abschnitt. 

§. irtf* c. 

Es soll bey dem Tode sowohl eines jetzt leben- 
den- Nutzniefsers eines Guts vom Altei^ a^ als eines 
jeden Nachfolgers, der bey dem Antritt das nämli- 
che Alter a haben scfll, ein LehngeldrrrF bezahlt 
werden, man sucht den Werth dieser Zahlungen auf 
beständig. Nimmt man r^a für den vollständigen 
Werth des St^rbethalers an, welche Annahme für 
den Fall sehr nahe «utrifft, da die Personen im 
Durchschnitt a 4* f Jahre alt sind; so ist der Werth 
der ersten Zahlung, nämlich bey dem Tode des 
jetzigen Nutzniefsers, ZZ r -ö* a . F , der der zweiten 
Zahlung wird ^= r^5^a*F, der dritten Zzr^'^a.^F etc. 
ins Unendliche. Folglich wird der gesammte Werth 
:=:: (r^a + r^^a* + r'^a« + cn>) F. Nun ist 

r ^ a II! -^ m ■ .. . , und dieKei- 



p-r-Aa' 
he der Potenzen dieses ächten Bruchs vom ersten 
Grade an ins Unendliche ist nach §. 46. = 

•— • iz ■ " ^ . Folglich wird 

p — *a 

der gesuchte Werth ::z -*—?-. .. F. . 

A a 

Wäre die jetzt lebende Person vom Alter b, die 
Nachfolger soBten aber jedesmal vom Alter a seyn, 
so wäre der Werth der ersten Zahlung ^^ r^b F, 
der Werth aller folgenden Zahlungen aber "ZZ 
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r-ö-b.^- F. Setzt man anstatt ^{^b, wie vorher, 

A a • ' , 

p — Xh 

— , so hat man den gesammfen Werlh — : 



P 
^.P — ^a ^ p — Ab __, 

(i+— iU ) — E ^ F. rn 

Aa p 

p p — Ab ^ __ p ~ Ab 
.- — , . . , c — • .r . 

Aa p . Aa . 

Ex. Der gegenwärtige Nutznielser sey 40 Jahr 
alt, die Nachfolger sollen jedesmal mit dem 25sten 
Altersjahre eintreten und das. Antrittsgeld :iz IQO seyn. 
Hier ist nach dem Zinsfufse von 4 Procent und der 
Süfsmilchschen Sterbehsordnung der gesuchte WerthiiZ- 
:25 — i3,i565 ii,8435 ^, ^^^ 

■. xoocr: --^ • 100 = 743082. 



15,987 , 10,987 

Anstatt ' F kann man auch den Werth der 

Leibrente I für das Alter a setzen, ^und man erhält 

dann im ersten Falle den gesuchten Werth m^ 

P •"" A a - 

:*_- , l a ZU p -^ A a, im zweiten FallelZ 

A a 

p — Ab 



- ♦ Aa ~ p — Ab. Nimmt man hierzu die 
^ . A a * 

Leibrente für den gegen wärtigenErblafserA oderB,so 
bat man den gaiv^en Werth im ersten Falle = p — 
A. a -{- A a =: p, im zweiten =3 p — A b + A H 
ZIZ p, wie es seyn mufs, indem die Leibrente durch 
die Succefsion eine immer>yährende Rente I wird, 

Anm» 1. Morgan giefet in seinen Principles and doctrjno 

etc., jedoch ohne Beweis, Auflösungen mehrerer ähnlicher Auf- 

^ gaben. Ich begnüge mich aber, da Fragen dieser Art aufser 

England sehr selten yorkommen^ 9 hier im. Allgemeinen die 



»ai4 
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Methode der Auflösung anzugeben f und den Leser darauf anf« 
tnerksam - zu-machen, dafs anstatt ;t a, Xh* F etc, auch Verblii- 
dungsrenten, Renten des Längstlebenden etc* gesetzt werden kön^ 
jien. Uebrigens kann man biemit die "Aufgabe des §♦ 3a vet^ 
gleicbent . ^ 

Anm« 3f Die vorhergebenden §* J» enthalten die Üie- 
oretischen Grundsätze zur zweckmafsigen Einrichtung der 
Todten: oder iegrähmfs f Kafseiu Soll nämlich bey diesen 
Kafsfen die Regel befolgt werden, daf;» im Allgemeinen die 
Xteistungen und VortbeileMer Yerscbiedenen Interefsenten in 
dem nämlichen Verhältnifse stehen müfseii, so mufs* der Werth 
des Todtenthalers, so wie er vorher angegeben worden, dem 
Tarif zum Grunde liegen» Will man nicht für jedes einzelne 
Altersjahr einen besondern Ansatz haben, so kann man auch 
hier wohl je fiinf und fünf Jahre, ohne beträchtliche XJngleich- 
heit, in eine Klafse zusammennehmen« 

Pabey isf es für die Kalse am zuträglichsten, dafs det 

» 

Wer^ des To^tenthaler« sofort baar von.dem Eiiitretenden er- 
legt werde^ In diesem Falle mufs, wenn man mehrere Alters- 
Jahr-e in .eine einzige Klafse zusammenfafst,. die Taxe jeder 
Klafse, zur Sicherheit der Anstalt, nach dem höchsten Alter 
in derselben bestimmt werden« 

Will man gestatten , dafs der Werth des Sterbethalers 
durch jährliche Beiträge während der Lebzeit der Interessen- 
ten aufgebracht werde, so ist dieser Beiti^g für i Rth» der 
Anwajctschaft aul den Todesfall nach ^, ii5 ZZZ 
1 l X ' 

»i ( i^- ^ )> Aiich hier mufs man, wenn 

r 1^ a P 

Klafsen für mehrere Altersjahre gemacht werden sollen, wieder 
die Taxe nach dem höchsten Alter cFer Klafse bestimmen, da 

t ' I . > 

■ '-— ' um so grÖfser Vfirdp je kleiner X ^ ^ 

*a P 

Uebrigens trägt die Kai&e bey diesem^ Contributionsfufse ein 
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zwiefaches Bisico, einmal, dafs die Leistnng def Contribnen- 
ten vor ^er erwarteten Zeit aufhöre , zweitens dafs die Zah- 
lung für ihn vor dieser Zeit eintrete, und (nan mufs auch aus 
diesem Grunde den Contributionsfufs möglichst zu vermeiden 
suchen« 

IJeber mehr zusammengesetzte Begrabnifs-Kafsen- sehe 
man Abschnitt III Kap» 5. 



j * 



\ •- 



mdM \ II m 



• 



Dritter Abschnitt. 

Menten und Anwartschafißn^ die von zweier Pers(t> 

* » 

mm Leben üblumgen. 



Erstes Kapitel 

\ 

dem Zusammenleben, dem Ueherlehen und längst&i 
JLeten unter zwey Personen. 



-. . ' 



-^ ' S' 117. 

'-'ine Anzahl Personen vom Alter a lebe mit 
, einer gleichen' Anjsahl von Personen T0m Alter b 
hßAntsinge eine$ Jahrs zusammen^ so dafs jede Per« 
ion vom Alter 9, mit irgend einer Person vom Alter 
b als ein Paar angesehen wird| man fragte wie viel 
von diesen Paaren am Ende ein^ bestimmten nten 
Jahrs nach den Mortalitätstabellen noch vorhanden 
99jn werdent 
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Wenn A die Zahl der Lebenden vom Alter a 
und B die Zahl der Lebenden, vom Alter b ist^ so 
nehme man der Bequemlichkeit wegen an^ dafs die 
anfängliche Auicahl der Paare zz: A B sey« Von A ^ 
Personen des Alters a leben nun nach Verlauf von 

n Jahren zufolge derTabellenophA y folglich von AB 

Personen noch A B, dagegen sind dann voii den 

n 
A Personen verstorben A — A — ; und von den AB 

n V 

Personen (A — A ) B, Eben so leben von B . 
Personen des Alters b am Schlufse des nten Jabra 
n 

noch B"^ Personen^ und folglich von A B Personen 
noch AB ^j gleichfalls sind von den B Personen B «- 

V 

n n 

3B~ und von den A B Personen A (B -^ B~)ver- 

storben* Von den Personen A, die am Ende des nten 
Jahrs noch leben^gehört eihTheil zu den noch lebenden 
Personen Bj der andre aber zu den bereits verstorbenen 
B> und da die Personen A unter sich so wie die B unter 
sich in Ansehung der Sterblichkeit als gleich angenom- 
inen werden^ und es nur auf die Anzahl der Fälle aii" 
liÖmmt) so mufs die Anzahl der noch in Verbindung le- 
benden Perspnen A sich zu der Anzahl der noch leben- 
den B verhalten wie die Anzahl der getrennt lebenden 
A sich zu derAnzahl der Verstorbenen B verhält (d, h., 
auf Ehepaare angewandt, es verhält sich die Zahl der 
Ehefrauen zu der Z^hl der lebenden ]\|änner wie di« 



218 Dritter Abschnitt. 

Zahl der Wittwen zur Zahl der verstorhenen Man- 

» 

ner), folglich auch, wenn das erste und dritte, so 
vie das jzweite und vierte Glied dieser Proportion 
imsammengenommen werden, wie die gesammt^ An- 
jsahl der noch lebenden A^^^^ ^^ ^^^ anfänglichen 
iahl der Personen B verhält (d. h. wie die ge- 
sammte Anzahl de^ noch lebenden Frauen zur an- 
fänglichen Anzahl der Männer), Wenn also m die 
Zahl der am £nde des nten Jahrs bestehenden Faa- 

re bedeutet , so ist m : A B — ZZ A B : A Bj 

^, i. , ., _ AB— .A— R ; .n -.n 

folghch ist , m 31 —— A— B— • 

, A 13 ' 

Ware die anfängliche Anzahl der Paare — Pj 
so wäre die Zahl der nacji Verlauf* von n Jjihren 

n IV 

A— B— 
noch bestehenden Paare rr P •<- 



AB 



§. 118. 

AuCaer diesen noch in Verbindung lebendenPerso- 
nen giebt es nach Verlauf von n Jahren noch lebende 
Personen A, die mit den verstorbenen B verbunden 
waren, imgleichen noch lebende Personen B, die mit 
den verstorbenen A verbunden waren. Da nun 
nach dem vorhergehenden §• die Anzahl der ge^ 
trennt lebenden Personen A sich zu der Anzahl der 
verstorbenen B verhält, w^ die gesammte Zahl der 
noch lebenden A zu der anfänglichen Zahl der le- 
benden B, so ist, /wenn m die Zahl der Paare, wo- 
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von A noch lebt und B verstorben ist, bedeutet» m: 
CB — B— ) A = A— B : A B, folglich in = 

n 'n 

(B r- B—) A.A— B 



AB 



A— CB 



n 



Aus dem nämlichen Grunde ist die Anzahl der Paare, 
von denen B noch lebt, aber A verstorben ist, ~ 



n n . 

B^ (A — A— ). 



Wäre P die anfängliche Zahl der lebenden 
Paare', so würde nach Ablauf des nten J^hrs die 
-Zahl der Paare, wovon A lebt und B todt ist, seyn 



P. 



(B - B-) 



AB 



-, und die Zahl der Paa- 



re, wovon B lebt und A todt ist, =: P . 



n 



B— (A ~ A— ) 
A.B 



J. 119. 

Drittens giebt es nach' Verlauf von n Jafiren 
auch ganz ausgestorbene Paare, ^d, h, solche, wo- 
von sowohl A als B todt ist. Auch hier verhält 
sich wieder die Anzahl der verstorbenen A, die zu 
den verstorbenen B gehören , zu der Anzahl aller • 
verstorbenen B, wie die Anzahl der verstorbenen 
A, die zu den noch lebenden B gehören, zu der 
Anzahl aller noch lebenden B, oder (we^n wieder 
das - iste und 3te, imgleichen das 2te und 4te Glied - 
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zusammengenommen werden) wie die Anzahl aller 
verstorbenen - A zu der Anzahl aller anfänglich 
Torhan.den gewesenen B« Heifst also die Zahl der 
verstorbenen A, die zu den verstorbenen B gehör- 

XL n 

ten, m, so ist m: A (B — ß— ) = (A —hr)l 

Ät. Ä _ A (B - B~) , (A - AHB 

: A B , und m = 2 — —^ 

AB 

I 
n Vi 

= CA - A-) (IB - B-). 

Wäre die Anzahl det anfänglichen Pkare :s 

F^ so wäre also die Zahl der gänzlich ausgestorbe- 

• > 

(A - A- ) (B - B-)_ . 
npn raara C3 P. ^ '• ■■ ■ . ^ r 



$. 120. 

üebrigens erhellet es von selbst^ dafs es anlser 
den vier Fällen, wo l) sowohl A ab B lebf, 2) ^ 
lebt und B todt ist, . 3) B lett und A todt ist, 4) ^ 
wohl A als B verstorben ist, keine mehrere Fälle 
gebe, und dals, wenn alle Paare einer und derselben 
Zeit, bey denen irgend einer dieser Fälle Stattfin- 
det, zusammen genommen werden, sie Tvieder 4« 
aiifäligliche Anzahl der Paare ausmacheil müfsen. 

^ • ■ 

Auch ist A-- B— .+ A— (B -^B— > + B" 



n n 



(A — A— ) H- (A — A— ) (B — B— ) =:= A-B" 

n n n • n ■ n * 

-j- A— B — A— B— + AB— — A— B^ 
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) , 

<n n n n 

+ AB —AB— — A— B -f A— B— = AB. 

Ex. , Es sey a == 42> b = 50^ so Ist nach den 
Süfsmilchschen Tabellen A =fc 36o> B = 300> folg- 
lich AB =^ 108000. Setzt man nun n r=:i8> so 

ist A— B— = 210 '. 132 =27720, A" (B— B") 

n jx 

= 210 (300 — 132) =3S280i B" (A — A— ) 

= 132 (360 — 210) = 19800 und endlich 
n n 

A — A— ) (B — B--) = (360 — 210) (300 ^ 
132) = 25200; auch ist 27220 + 3528 q4- 19800 
+ 25(2100 = 108000. 

Anm* Man kann diese Sätze auch durch Linien, weichet 
die Anzahl der. Personen und Farallelogrammo, welche die An- 
zahl der Paare vorstellen, erweisen* Ich hahe ,den reiu asith- 
metischen Beweis, als den natürlichem, vorgezogen. Die ge- 
ometrische Darstellung könnte auch nur. bis zur Erläuterung 
deij Verbindungen nach 3 fortgesetzt werden, die als Parallele* 
pipeda betrachtet werden müfsten, « Für die Verbindungen nach 
^ einem- hdhern Exponenten gäbe es kein Analogon in der rei- 
nen Xj-eometrie» 

1 

§. 121. 
Da nun nach dem Vorhergehenden von AB 



vH 



Paaren vom Alter a und b, A B Paare am En- 
de des nten Jahrs bestehen, so ist für ein einziges 
dieser Paare die Wahrssheinlichheity bis zum Schlus- 

n n 

se des nten Jahrs zusammenzuleben, =: ■ — ♦ 

A Jö 



\ 

/ 



I 1 
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Die Wahrscheinlichkeit, dafs am Ende des nten 
Jahrs A noch lebeund die zugehörige Person B bereits 



verstorben sey, ist — 



n n 

A— (B— B— ) 
A B 



Eben 80 



ist die Wahrscheinlichkeit , dafs am Ende des nten 
* Jahrs B noch lebe und die d^u gehörige Person A 



verstorben sey 



n n 

B— (A -- A— ) 

AB 



Endlich ist ^ie Wahrscheinlichkeit, dafs em 
Paar am Schlufse des nten. Jahrs ganz ausgestorben 



(A - A-) (B - B-) 



AB 



seyn werde, nzz 

Diese vier Wahrscheinlichkeiten Zusammenge- 
nommen sind 31 I , welches sich auch diurch die 
Addition derselben ergiebt» 



§. 122. 

Wenn man die Jahre, während welcher eine An- 
zahl von Paaren, bestehend aus einer Person vom 
Alter ^ a und einer .vom Alter b, und zwar einige 
mehr andre weniger^ in Verbindung lebt, zusammen 
nimmt, und die Summe der Jahre durch die Anzahl 
der anfänglichen Paare dividirt, so erhält man einen 
Durchschnitt für die Dauer der Verbindung dieser 
Personen, der die mittlere Ferbindungsdauer £ur 
Personen dieses Alters heifst. 

Rechnet man nur ganze Jahre, so. bestehen von . 
AB Paaren während des ersten Jahrs A^ B^, ferner 



«4v," 
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' ' \ 



-während des zweiten Jahrs A* B^, während des drit- 
ten Jahrs AI B-l* etc. und während des yten Jahrs 

A B Paare, wo y die Altersergänzung der altem 

y y f 1 - 
Person B, ind^m B" B etc. — o sind. Folg- 
lich ist die Zahl aller Jahre , welche diese Paare 
durchleben, =: A^ B^ + AI B^ -f A^ .B^ + . . + 

A B , und die mittlere Verbindungsdauer ist — 

A5 Bi + Aä B? + A4 Bi + .• + A— B-- 

aB ' 

Will man also die mittlere, Verbindungsdauer für 

Personen vom Alter a und b mit E a b bezeichnen, 
so wie, die Summe von A^ B-^ -f' Aä Bi -f- . . -{- 

A— B- mit y*(A'i B'-i), so ist E ab — ' \^ i 



' §. 123. 
Soll die, mittlere Verbindungsdauer durch die 
Decremente oder deren Differenzen ausgedruckt 

TTerden, so ist, wie ebeii angeführt , E ab :=^ 
A^ fi^ -f AS. Bi + AI Bi + . . 

äTb '■ "" 

(A — . ^ A) B* , ' (A — ^ A — :df Ai) B-» 
AB ~ AB 

, (A — ^ A — Jf A^ — ^ At) Bx 

"*" Xb ^^ ■*" • * 



' « 



«224^ Dritter Abschnitt. 



% 



_I-.L4A (B» + B* + Bt + .-.), 

A i> 

-V ^ Ai (fi* + B* +. . ) 

A IS 

* Izf A« (Bi + . . . ) — 



AB 



• • 



r 

Daftun *-V A (Bi + B* 4- B* 4- • • > = 
AB 

~ (B* 4- B-Ä +B1 + • . ) = Eb, d.h. gleich 

rfer mittlem Lebensdauer von B, imgleichen B- -f» 
B* + B^ + . /=/B'i 80 wie B^ ^-^B^ + • • 

Z=: f&i. etc., so ist E;a b ZI 

^^ JT-'^ ~T^-'^~ AB 

/B'i etc. wo nämlich /B'*, /B'5 etc. mit 

BS Bi etc. anfangen und bis zur Altersergänzung 

von B fortgehen. 

Sollten anstatt derDecremente von A die Diffe- 

renzen derselben gebraucht wei den, so ist ^ A^ — 

A^ — A-^9 ^A^=:^A — ^*A — ^*A5, ^ A^ =r 

AK — ^« A — l^a A^ — ^« A^,' etc. Also .wird 

-^' A^ A A— Jf* A ^ 
Eab= Eb— ^ /B'^ jg— /B'x^ 

^ A — ^« A — ^« Ai /-B'i — 



■> ^1 



A B • 
^A ~ A*A — A*Ai — A* At 



AB 



-^ 



-/B'4. 



oder E a b = E b — -^g- (/ B» + /B'* + 



•' \ 
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\ 1 

•^ ^*^'' + ^>'* »'" + •• Eben. o 

könnte man^ anstatt der ersten Differenzen der De- 
cremente, die zweiten Differenzen »gebrauchen; in- 
def sen müfste iriM zugleich die dritten Summen vpn 
den Zahlen der Lebenden berechnen« 



,$. 124* * 

/ 

Nach den Im vorhergehenden $• angeführten 
Formeln läfst sich die mittlere Verbindungsdauer 
zweier Personen ziemlicl^ leicht finden» Zu der 
ersten Formel wird eine Tabelle erforde|t, V<^orin I) 
die Jahre d^s Alters, '2) die dazu gehörigen Zahlen 
der Lebenden nach der Mortalitätstabelle, und 3) 
daneben die Summen der Lebenden, von unten a.^£^ 
T^recbnet, und zwar so, dafs die Summe für n Glie« 
ier von unten an, neben denrnten Gliede von un- 
ten stehen angegeben sind, so dafs also neben dem * 
fa.lire b -f- I die Summe von B^-j-B^ + Bl-p-., 
= /B**, bey dem Jahre b: + 2 die Smnme B^4^ 
5-*-J-Bi-{-..=/B*Äetc. zu stehen hömmt. AufserdeV 
riahtet man am bequemsten einen besondern zu der Ta- 



' \ 
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belle pafsenden Streifen so em^ dafs daranf unter ein- 
ander wieder die Jahre des Alters und daneben die 
dazu gehörigen Decre^eiije aufgetragen werden. 

Bey der Anwendung legt man den beweglichen 
Streifen so an die Tabelle^ dafs das Jahr a des er« 
steril neben das Jahr b -[- 1 der letztem zu stehen 
. komme^ wonach also auf dem Streifen und der Ta- 
belle neben eipander stehen ^A uhd/B'-, A A.^ 
undyB'-* etc. Diese neben einander stehenden Facto- 
ten vom Jahre b -[- 1 ^^ ^^ "^V^ Altersergänzung 
multiplicirt man ineinander, addirt die. Producte, di- 
vidirt ihre Summe durch A B, \ind zieht endlich die- 

-^ A 
sen letzten Quotienten, der = — r-^ /B'- 4- 

^^ " /B'Ä 4, , ., von Eb ab. 



AB 

Will man anstatt der Decremente die Diffe- 
renzeu derselben gebrauchen, so mufs mau der er- 
wähnten Tabelle noch eine Colupine hinzufügenj 
worin die Summen der Summen der Lebenden, voa 
unten an gezählt, angegeben sind, so dafs in diese! 
Columne' bey dem Jahre b ^ I> / * B'^ etc. steht 
Der bewegliche Streifen enthält, anstatt der Depr» 
mente, dia Differenzen derselben, mit ihren 
chen + oder — . ^ ' . 

DjBn Streifen legt man demnächst so an 
Tabelle, dafs das Jahr a des ersten neben dem Jab^ 
re b -f- 2 .der letztern zu stehen komme, wona 
also die Factoren A* A und ß B'5, ^« A^ und/* 
neben einander stehen. Diese nebeneinanderstehend 




, \ 
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Factoren vom Jahre b 4* "2 an bis iur Alters^rgän- 
zung von b multiplicirt man ineinander^ addirt die 
Producte C^^obey begreiflich die Froducte ' aus den 
negativen Differenzen negativ sind) und dividirt 
demnächst die Summe mit A B^ welchen Quotienten 

man dann zu E b — ■■ ^ ■ /* B'^ addirt* 

AB -^ 

Anm« Man könnte freilich auch dje qb^n im $• 63 ^ ange« 
fUKrte Methode zu Berechnung der mittlem Lebenadauer hier 
aQwendcn^ wenn ein ünyeränderlioher Unterschfed des Alters 
zwischen a und b gegeben wäre, in .welkem Falle man die 
Producte A B , A* B*, A* B-, etc. berechnen und demnächst 
xUckwärts Summiren könnte, um durch eine einzige Division 
die mittlere Verbindung zu finden« Da man indefsen für jeden 
jondern Unterschied yoa a imd b eine andre Berechnung anr 
«teilen müfstoi so wäre diese Arbsit mühsamer als jene» 



§• I2S* 

' ' ' * ^ 

In den vorhergehenden §. §. sind nur die vol- 
len Jahre^ welche die verbundenen Paare durcfileben,'^ 
in Rechnung gebracht, und es ist also so gut, als 
ob d^e Verbindungen, welche in einem jeden Jahre 
aufgelöset werden, gleich im Anfange defselben auf 
»innxal abgingen» Indefsen sind die Paare, welche 
in irgend eineiii Jahre getrennt werden, noch wah- 
rend eines Jkleinern oder gröfsern Theil« defselben 
rerbunden* Wollte man zuerst annehmen,* dafn im 
Durchschnitt alle Verbindungen in der Mitte des 
Fahrs, worin sie aufgelöset werden, aufhören, und 

' P2 ' 



/ \ 



. ,^ 



aas Dritter Abschnitt. 

be^seichnete man die Zahl der im ersten Jahre ab- 
gehenden Paare, oder AB — A^ B^, mit A (AB), 
imgleichen die im zweiten Jahre abgehenden Paa- 
re, d". !♦ A^ B* — A* B^, mit A XM B-) etc., so 
nväre das zu der Verbindungsdauer ^Uer Paare hin- 
zuzulegende Stück fiir das errte Jahr zzi \ A (AB)) 
füs das «weite Jahr = f ^ (A^ B^) etc. Für alle Jahre 
und^ über alle anfänglich existirende Paare yerlhät 
wird also die hinzuzulegende GröTse =: 
, A (AB) + A (A^B*) + A (A^B^) + . . 
• AB 

AB 



= 5» Unter der obigen Voraufsetzunj 

;2 A B 

wäre also die Correctiön für die auf ganze Jahn 

berechnete mittlere Verbindungsdauer s= \. 



§. 126* 

Wenn ajjer der Abgang der einzelnen V&» 
nen in jedem Jahre für sich gleichmäfsig geschieh^ 
so kann nicht zugleich die Trennung der Paü* 
gleichmäfsig erfolgen , und die Correctiön der ini*^ 
lern Verbindungsdauer nicht völlig :;= f seyn. ÄÜ 
setze nämlich, dafs dei^ Abgang der Einzelnen ia> 
Terminen des 'Jahrs und zwar jedesmal im Anfang 

des Termins mit — des Decrements erfolge, ^ 
ist die Zeit, welche iämmtliche Paare während i' 
ersten Jahrs ungetrennt durchleben, = 



[ CA* + 



^— ^A)(B*+-1IÜ. ^B)-l 



J 



I 
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(A» + -i. ^A) CB«+ -1. i^B) ^ A* B»] = 
^ A« BS + ^ C^JZJL 4. J^ni + ', . ^ + 

• ** . Hu * n # - < ■ 

i?"— + •• + tl)^A.^B r= A* 



" A (AS^B + BJ^ 4 AI \: <^— ')<'»^-') 



n — i 
a n 



^A.^B. (§. 74.> Ä A*B* -i- ^^^ (A* :4B 
+ B»^A + ^ Av^B) -. ^"l^"J"^ - JA.^B 

= A«BX+ -S^ ^ CAB) - ^iA^B. 

Anf die nämliche Weise erhält man für da« zweit© 
Jahr die vplktändige Dauer Her Verbindungen r= 

an ' 6n* 

etc. Nimmt man mm die Zeiten für aUe Jahrer 
zusammen nnd dividirt durch die anfängliche Zahl 
der Paare, so erhält man die vollständige mittlere 

rerbindungsdauerZ= ^^ °" "^ ^^ °^ '^ * 

AB 

n -^ I A CAB) 4- A (A» B^j 4> 
au AB 

"* — < AA.AB -f AA'.AB^ + . 
6n« ■~~"' ' AB 






« 
/ 



1 . 



/ 
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an 6n* AB 

Für n SS 2 erhielte man also die Verbindungs- 

oauer =:£ab4*$-^f '^ ^ 

AB 



für 11= 4 aber = Erb + |-A /^^^ ^B^ 

■ ■ •* AB 

Nimmt man aber n =: 00 an^ so wird i die voll« 

«tändige VeTbindungsdauer z^ C a b •{- 

_ /AA^.AB« * 

<K «MB« M^ ■ ■ 11 _ 

* . 6 AB • 

Anm* Der letzte The^ i>V M^enp A imd-B nacht jm Uet- 
fia Zahlen s^nd, nur unbeträchtlich, und kann ^dann entweder 
^anz weggeläfsen oder auch liäherungsweise nach der Hypoth^ 
so des gleichmäfsigen Absterbend bestimmt werden, Dro er, da ' 
ÄA ab =r AA« AB* IZ AA^ ZiBiletc. = t und ' 

Sie Anzahl der Glieder im Zähler Yon ■ "^ r 

6 AB i 

ß ^ 

rr p i3t, rz •- ■ ■ - rr ■ < ■ ■ \fird» sind ab6^ A tind B 

o«/J 6(« 

verhältnifsmäfsi^ kleine Zahlen, so >ani} man diesen letxtea | 
Theil leicht «einem wahren Werthe nach bestimmen, da dee 1 
Schier, dann nut wenig Glieder hat» Wenn also gleich hier- 
siach in den meisten Fällen die , Correction für die Verbin- 
Äungsdauer ZIZ i geseUt- werben kann, ao erhellet dqch Biet^ 
-Äu« , dafa dies© Corrcction noch einen Theil , nämlich - 

/AA«^ABS 

^ ab" ' "" **^^» ^^ ^aCi .e» von den VtrhäUnito 

der gegebenen Grölaeu abhänge, ob dies^ Theil d<fr Com«^ 
tion weggelafaen werden könne oder nicht* 



, / 
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Die gewohnliclien Tabellen über die mittlere 
Verbindungsdauer enthalten dieWerthe Von'S ^u 
5 Jahren. Auch ist meistens die CorrectioQ f schon 
hinzugefügt^ wogegen der zweite Theil der Correc- 
tion weggelassen ist. Die Verbin dungsdauer für die 
übrigen Jahre pflegt man durch Interpolation fol- 
gen dermafsöÄ-zi* «üchen. Gesetzt es würde die 
Dauer der Verbindung zwischen einer Person A 
Tom Alter 20 und ♦einer andern B vom Alter 37 
gesucht^ so ist haoh der Süfsmilchschen Tabelle 

E 20.3S=20,r3ündE20.40=I8>SI. Di^ Differenz 
für fünf Jahre in dem Alter von B ist also ::! I>67>\ 
lind wenn man annimmt, dafs' die Differenzen der 
Verbindungsdauer sich innerhalb dieser Gränzen 
verhalten wie die Unterschiede des Alters der einen 
Person, so mufs man von der Verbindungsdäuer für 
26.35) f. 1,67 =-0?67 abziehen, wonach also * 

E 20737 — 20,18 — 0,67 — 19^51 wird, 
• ' Würde fernem E 22737 V^lang* / ^ inüf»te 



man ,^ aufser E 30 . 37 , auch E 25 • 37 ßuohen , 
welches nach dersölböii Regel = 18,79 gef^^^«!«^ 
wiVd. Dann suchte man, aUf die nämliche Weise 
wie vorher angegeben, dto "ünteihschied zwisehefl 

E I0.37 und li 25.37^ und zöge- wieder | dieses 
Unterschieds von der ersten Verbindungsdauer ab^ 



wx)durjch man I> 22^37 
erhielte^ 



IS^,S^ '— • 0,29 = I9;Z2 



x" ^ 



asa 
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Unter der Voraufsetzung des gleichmä/sigen 
Absterbens find^ man die mittlere Verbindungs« 
dauer auf folgende Weise* £• sey a - die Alterser- 
gänzung der Persou vom Alter a und ß der Person 
Tom Alter b^'auch aß die anfängliche Anzahl der 
Faare^ so ist^ auf ganze Jahre gerechnet^ nach der 

▼orher angegebenen allgemeinen Formel E a b zn 

Eb- ^/B''-^/BU-..,«nd da, 

der Voraufsetzung nach» AA rr AA* ^•'A* ^^* = I> 

so wird die Verbindungsdauer rz E b — -—f'fi^if 

inro /} als Veränderlich angesehen und Ton I an 
smnmirt werden mufs. Nun ist fß -* I zzr 



(/?— o/y _ ß^ 



ß 



-/■f-/4 



!1 — »und/*/» — l 

2 



£ 

4 



ß* 



6 ~ 4 



li 4 



, so me £<b nach derHy- 

' 6 ^ 
jtothese, auf ganze Jahre gerechnet -—.""^ — »• 

3 

_ ß 



Folglich wird E b pß — I 

aß 



tcß ^ 6 



6 ' 3 



3 



-f- 



6ce 6« 



Wollte man die im §• 126p angegebene voll- 



♦ 1 
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*■ 

Ständige Correption hi;ii2ufugen,. die hier = f — 



6 a 

' is% so erhielte man die vollständige mittlere . Ver- 
bindungsdauer ::zz ^' ' p . t 

» - ß 



J -^ Jl L 



3E««, 



ß* 



6u % 6a 

Waren beide Personen von gleichem \Alter a^ 

«o würde der letztere Ausdruck ZI -^ - 

a 6 



a 



. Anm* Das nämliche Resultat ergiebt sicli auch noch auf 
©inem, andern Wege. Wenn nämlich \wieder a «ad ß die AI- 
tersergänzungen der Personen sind, ^diQ ein Paar ausmachen,' 
« /? die anfängliche Anzahl der Paare und x die verflofsen© 
Zeit bezeichnet, so ist die Anzalil der Paare in jedem Augen- 
blick rr (a — X) Q? — X), die Zeit, welche dieselben wäh- 
rend eines ^leoie^a leben, Zi: (« -^X) (/5 — ») dx; folg- 
lich die mittlere Verbindungsdauer = / 5" ~ ^^^^ ~ - ^ 

« /? 

'• ' ' i ■ 

,^ ■ xdx xdx X* dx 



/? 



«f /) 



X« 



x^ 



x> 



, «nd da, fü* die ganfce Ver- 
ia 2ß 3 aß 

bindungsdauer x ZT ^, als der kleinsten A^tersergänzungi ge- 
setzt werden mufs, sp wird dieser letzte Ausdruck' — : 

a ß* ß , ß* ß ß* ' ^, 

p — '— - — -— • + — — ^— — --—, Wie oben. 



1 

I 

i 
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§. 129' 

Wenn man sich mit einer Näherung begnügen 
-will? so ^ann man die Verbindungsdauer nach der 
Hypothese des ^eiTJhmäfsigen.v Absterbens und der 

vorhin §• 128^ angegebenen Fprmdl Eab m 

. — . m -^ (X — -^) berechnen 9 wobey 

jedoch a und /? gleich der doppelten mittlem Le- 
bensdauer nach dör Mortalitätstafel, wofür die Rech- 
>,nung gelten soll, genommen werden müfsen. Wenn 
also z. B. a rz IS> b rz SS, SP ist nach Süfsmüch 

^Ä = 2.38>S(J, /? = 2.I4>S0, folglich -^ (1 ^ — ) 

\ 1 45 1 

14,5 (I ilöW"^ '^ ^^'^^* ''^'^ wahre Werlh 

ist = I3,09* . / 

Wäre a ::::: b~S0j so hätte man a =^ 2.I6?9S> 

V- 

/ 

und die Verbin duhgsdauer rr -^^ rr f Id,95' — 

.3- 

II,3Cy. D^r fichtige Werth ist z:^ I0>97# 

Aufserdem giebt es noch eine andrö Jläherungs- 

methode. Es ist nämlich nach Jf. 12r* die mittlere 

Verbindungsdauer ~ E b — Ct"« f^^^ "i* • 

AA^ "AAl - 

t- y B'Ä 4- — ^ — /B'l + . .)• Wenn man nun 

zufolge der Hypothese die Decremente von A ab 
gleich annimmt 9. so erhält man fer,a b zz E b -- 



1 



* 



> 



J 



r 
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4t ^</"^'* +/B- +/B'i + '. .> oder, da hier 
^=±., ttTid/Bi-f-/Bi +/Bi + ..=r/»B«, 

sohatmanEab = Eb .— -^/*B*. Man 

nimmt also aua^der' vorhii^ in §. 124 gedachten Ta- , 
belle die zweite Summe Her Zahlen der Lebenden bey 
dem Jahre b -f- I> ^.ividirt dieselbe mit oc B, und zieht 
den Quotientei^ von der mittlem Lebensdauer 'der 
altem Fjerson ab. Wird z» B. E 15 • 55 gesucht^ 
so hat man^ wie vorher schon bemerkt^ nach Süfs- 
inilchs Sterbensordntmgi ju ZZ 2 • 38956 9 ß zzz 
2.I4;S0, Eb = 14,50, bI = 255 und f^B'^ZZ 

' 37739 5 folglich vrird Eh ^ /* B'* = 14,50 

S7739 

- = 14,50 —1,92— 12,58* 



a ♦ 38,35 ♦ a55 
Der wahre Werth ist, wie schon angeführt, ZIZ 

13,09. 

Damit man i den Grad der Zuverläfslgkeit dieser 
Näherungsmethoden bestimmter teurtheilen könne, 
fuge ich noch eine Tabelle über die Verbindungsdan» 
er für versghiedene Alter hinzu. 
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VerbindUngfidauet 



Alter der ver- 


genauer Werth 

i. ■ 


nach der Naho- 


niadi der I^er 


bundenen Per- 

1 


» 


rung *V 


1 

VUsg 3. 


sönen« 


• 


' 1 




15.15 


27,68 


25,71 


26,62 


15.35 


26,95 


19,87 


20,65 


15.55 


13,09 


. .12,65 


12,58« 


20.20 • 


24,78 


23,35 


24,03 


20.40 


18,51 


17,76 


17,84 


20.60 


10,88 


10,68 


10,56 


25.25 


22,23 


21,19 


21,70 


25.45 


' 16,11 


15,64 


15,59 


25.65 


• 8,94 • 


^ 8,86 


' ^,71 


30-30 


. 19,73 . 


.19,05 ;. 


19,39 


30.50 


13,82 


lä,60 


13,47 


30.70 


7,41 _ 


, . 7,40 


7,27 


' 40.40 


15,27 


15,09 


15,16 


40.60 


9,87 


,9,93 , 


9,73 


40.80 


' 5,06 


5,08 


5,00 


50.50 


10,97 


11,30 


11,10 


50.70 


6,60 , 


6,8.6 


6,64 


> 50.90 


2,82 


2,83 


2,83 


60.60 , 


7,48 


8,05 


7,68 


60.75 


5,12 


5,50 


5,26 


60.90 


2,74 


,2,75 


2,76 


" 75.75 


3>89 


4,51 


4,08 - 


75.90 . 


2,43 


2,56 


2,57 


90.90 


2,03 


2,00 


2,03 



Aus den hier angeführten Beispielen sieht man^ 
dafs im ^Ganzen genommen die Rechnung nach der 
zweiten Formel dem wahren Werthe i^äher kötnmt 
üs nach der ersten« Indefseh könnefi doch heide 
Methoden nicht sowohl bey den niedrigen und ho- 
hen Altemi als bey den mittlem angewandt werden» 



, » • ] 
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' Es ist die Vetbindungsdauer für zwey Perso- 

nen.Yom Alter a und b, oder E ab, gegeben, man 
soll daraus die VerbindUugsdauer für i^wey um I 

Jahr ältere Persoijen, oder E (a 4" I) (b -f^ I)> 
finden« Hier ist nach dem Vorhergehenden 

E Ca+ I)(b + 1).=: -^ CA^Bi + AiBi +, ^ 

— A^B^i . 
A^B# -f- ..)• Nun ist aber E ab == — r-^ + 

-— — (Aä Bi + AI BA + . .) und tt^. Eabrr 
AB * * A^B* 

• I 

A B — • ' 

E a b = I + E (a + I) (b + I), folglich 



A'B 



AB 



wird E (a -f I) (b + l)= jj^ E ab - I. 

Hienach findet man auch die Verbindungsdau- 
er der um l Jahr Jüngern Personen aus der gege- 
benen Verbindungsdauer zweier andern Personen, 
Es sey nämlich a -(- I = c und b -f" I ^^^ ^f 
und es gehöre zu c die Zahl der Lebenden C, * so 
wie D zu d, so ista=: c -^ f, und b = d.— I, 



auch A* == C und B^ s= t), «o wie A == C 

I 

und B =: D • ^ Man fa«t also £ c d == 



— ji 



/ 
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E Cc — I) (d -^ i; -. I, folgUcb 



—I — t 

C — D — 
CD 

. CD „ — 

E (c — I) (d — I) = -— — -— — (Ecd+i> 

C D 



Ex. I.Es sey a =* 15, b= 5^0, «o ist a -J- i 

=z 16 und b •+- I =21, imgleichen nach Süfs- 
mikhs Tabelle A = 511, Ai = 507, B = 491, 

BX = 485 und E ab sey gegeben = 26,2. Also 

wird £ löTn*^ f"^^^' . 2612 - I = 

*• . 26,12 — I = 25,60. 



a464o2 

Er. 2. ' Wenn wieder a = 15 und b == 20/ 
, so Jst für das um ^ Jahr jüngere Alter a — I = 

14, und b — 1= 19, so wie nach SürsmilchA — 

Z: 5 1 5 und B =r 495. Folglich wird E 14 • 1 9 — 

26,90* * 

Anm* Im VorTiergehenden Abschnitt wurde die Zeit, 
wahrend welcher die Hälfte der J'ersonen eines gegebenen Al- 
ters abstirbt, die wahrscheinliche Lebensdauer dieses Alters ge- 
. nannt. Wollte man nun die Zeit, innerhalb welcher die Half- 
te der Verbindungen zu zwey unter Personen von gegebenem 
.Alter ftufgelöset wird, die wahrscheinlichtt Verhindungsdautr 
nennen, so wäre dies freilichN ^er ersterh Benennung analog; 
indefsen weicht diese sogenannte wahrscheinliche Verbihdungs- 
dauer noch mehr von d|er mittlem Ye^rbindungsdauer ab, al» die 
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» 

walirsche^lnliche Lebensdauer von der mittlem, und es %it da- 
von für die Berechnung der Renten kein Gebrauch t\x machen«. 
Wenn übrigens eine Verbindung unter zwey Personen voii 
gleichem Alter angenommmen wird, und A die Zahl der Le- 
benden ^r das Alter a, auch x diei Zahl derer Personen be-> 
zeichnet, welche davon noch leben, nachdem die Halde der 

_ A • A ' 

Verbindungen aufgelöset worden, so ist x» x» j«, 9 

« 

folglich X rr A ! V" a m y-, * Wären' also z* B. 

die Personen 10 Jahre alt, so wäre nach Süfs milch A ~ 

632 
632 und X ZU, — • m 376* Dio letzte Zahl gehört zu 

1 «4 lfc2 ^ 

dem Alter 39,70; folglich wäre hier die sogenannte wahrschein- 
liche Verbindungsdauer ZU 29,70. Die mittlere Verbindungs- 
dauer ist ZU 28^82» Waren dagegen die beiden Personen vom 

1000 ^ 

Alter o, so wäre A IZT ipoo und x ~ — r-,— 111707, wel- 

^ x,4i42 '-* ' 

che Zahl nach Süfsmilch zwischen die Altersjahre 1 und a 
fällt, wonach also die Hälfte der Verbindungen schon vor Ab- 
lauf des zweiten Jahrs aufgelöset wäre» Die ' mittlere Verbih- 
dungsdäuer für diese zwey Personen ist, !ZI I2,i4» Der Grund 
des beträchtlichen Unterschiedes in dem letzten Falle liegt dar^ 
in, dafs nach Süfsmilch die Sterblichkeit in den beiden ersten 

^ Lebensjahren so bedeutend ist^ Uebrigens sieht man leicht, dafs 
es bey der sogenannten wahrscheinlichen Verbindungsdauer Uur 
darauf ankömmt, wann die Hälfte der Paare aufgelöset ist, 
und dafs hierbey die Dauer der dann noch bestehenden Ver- 
bindungen nicht in Betracht kömmt, 'dafs aber die mittlere 
Verbindungsdauer durch die'^ Dauer idler Verbindunjgen be« 

' stimmt. wird» 

$. 131. ' 
Vorhin ist schon angeführt, dafs es, wenn eine 
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fortwährende Gesellschaft von Paaren unter A und B 
vorausgesetzt wird^ aufser den Paaren^ welche noch 
in Verbindung leben^ noch andre Paare gebe, von 
denen eine Person Verstorben ist^ und di& zweite 
lebt^ oder wo eine Person die andre mitverbunde- 
ne überlebt. Soll nun zuerst bestimmt werdau^ wie 
wahrscheinlich es ist, dafs von den 55wey verbun- 
denen Personen A üherlehej odst auch dafs B über- 
lebe, 80 ist^ wenn die aufangliche Anzahl der Paare 
= A • B gesetzt wir'd, die Zahl derer Personen A^ wel- 
che die mit ihnen verbunden gewesene indemnäm- 
lachen Jahre verstorbene Person B überleben , am 
Cnde des ersten .J^hrs =: A^ A^y «m Ende des 
zweiten Jahrs = A-^^BA am Ende des dritten 
Jahrs n: Al^B^ etc. Für alle Jahre zusammen- 
genommen wird also die Anzahl derer A^ welche 
am Ende des Jahrs, worin die mit ihnen verbünde- 
ne Person B verstorben, noch lebten ti= A- ^ B + 
4« ^ B« + . . + Ay ui B^- «, wo y die Altersergän- 
zuug der altern Person ist, welche Summe mit ^ 

y A'* ^B'^ bezeichnet werden kann« Wenn man 
dies3 Gröfse durch die Anzahl der Personen A, die 
anfanglich existirten, dividirt, so erhält man die 
Wahrscheinlichkeit^ dafs A am Ende des Jahrsy tuor^ 



/"• A'* A B*— 

in B verstorben ist, noch lebt, Zu — ^Ll ^ 

AB. 

Auf die nämliche Weise erhält man die Wahrschein- 
lichkeit, dafs B am Ende des Jahrs noch lebe, wo- 
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m A verstorben ist, *— ^^ . ' 

AB 

Aufser diesen A und B aber^ welche am £nde 

des Jahrs uocb^ lebten, worin die mit ihnon Verbün* 

dene Person starb, giebt es noah andre A und B> 

welche zwar die mit ihnen verbundene Person einen 

Theil des Jahrs überlebt hal3en , nachher aber in 

dem nämlichen Jahre seihst verstorben sind* Die 

Anzahl dieser Paare im erstei;i Jahre ist :n: ^A ^B, 

im Zweiten ~ ^A* ^B^ etc., im letzten Jahre 

AA"T* .AB ', wo y wieder die Altersergänzung 
der ält^m Person ist» Bezeichnet man die Stiihmö 

dieser Paare für alle Jahre mit A A^ A B^ , und di- 
vidirt dieselbe mit der anfanglichen Zahl der Paare, ' 
eo hat man die Wahrscheinlichkeit, dafs zwey ver- 
bundene Personen A und B beide in dem nömli* 

/aa^ab^ 



chen Jahre sterben^ zz 



A B 



» 

Nimmt man die angegebenen drey Wahrftcheitt» 
Uchkeiten zusammen^ so ist ihre Summe ZU t* B^ist 
nämlich A^ A Ä 4- Bi A A ■+• AA^AB = (Ai rf 
AA); (Bi 4- ^9) ~ AiB-ir::A(AB), ferner 
A* ABx -^ BiA A^-f AA^. ABi iz: (AÄ+AÄi) 
CB* 4- A Bi) — A^ Bi = A f A - Bi) etc. paher wird 
/a'± aB'ä 4-/B'i A A'Ä +/aA^ABs ^rz 

Va**ab*ä 

Zi CA B) + A (A* Bi) 4- .. !r AB, und'^— ^g— 
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+ r« + AB - AB 



AB 



• §. 132. 

/A'x A B ^ ' 
Die angegebenen Gröfsen -j-rg > 

7Zi_A_A;^^^^ /AA^IAB;! M^e^ «ich auch 
AB AB 

durch die Verbindungsdaueru ausdrucken. Es ist 

nämlich ■ . ^ -^ — 

A J> 

Ai (B — Bi) + A4 (Bi — B a) + . ^ _ 

^ ^ AB 

AXB2 + AiBi + . . AxBx-}- A-^BH-" 

— 1 AB A B 



B 



^ • ' ! , — £abr 



AB 



^ — E ä (b — I) -• E a b. Auf ähnliche W«- 



B 

se erhält man -'-^^- — r-r: 

A B 

— 1 



A 



E(a— I)b r^ Eab. 



A 

r eriier ist — ^i — — — . _ 

A B / 

(A — Ai)(B — BS) + (Ai — AA) (BS — B4) + 

AB 



' , 
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__ AB 4- A^Bx^-.. ^ Ag Bi >f Ai. B a -f , >. 

AB , AB """ 

— A^ Bft -f. fjA B^ 4- . . AiBiJ-AiBi+.. 






B 



I -j" E ab 

«•1 



E (a — i^ b — 



B 

— I 



Ea(b —I) + Eabr= l-flEab-^ 



E (a - I) b — 



B 



B 



Ea(b — I). 



X at— t 

'Aam./A'" A'B-^— r druckt die Zahl derer Paare aus, vort 
denen am Ende jedes Jahrs A lebt, B aber in dem nämlichen 
Jahre g,e*torben ist. Man kann bey der Bestimmung des Üe- 
berlebens von/ A auch die Anzahl derer Paare' zum Grunde le« 
gen, vouv denea A in jedem Jahre stirbt, B aber schon vorhelf 
gestorben ist. Will man auf diese Weise die Wahrscheinlich- 
keit des Ueberlebens von A bestimmen, so ist der* Ausdruck 
dafür bis zu Ablauf der Altersergänzung x von A —i:^ 



/ AA^-^ (B 
AB 



/AA 



x— t 



wm 



/ A A . B.— 



AB 



X— t 

B ) 



■^MMkMa 



piea ist 



/AA 



1 X — 1 

- .B— :^ 



A B 









■MM 



— / A A — . A a 



A B 

Q 2 



•i^< 



1 



<i44 Dritter Abschnitt. 



X — 1 X 

U^n ist -*^^ — r dieWalirschelülicWtwtdci 



X— I 



/AA-— .B— 

Ueberlebens von B über A, und •- ßT^ ' 



I ^ X 1 X X X ' X X 

f /AB .k- /AA . A B 

+ AB '- ^ AB 



X — I 



/A A ^ B- 

~ t j folglich ist 1 — AB 



X— 1 X— X X X 1 

■ K B — ^ AB 

Wollte man die WahrscheinlichlLeit des Ueberleben« von 



X — I at 

/ A A (B — B-) 

A ausdrucken durcb > ^ ,8Qw2redicr 



x-^i " X— I X 

JA A /A A . B- 

•eir Anadrucli ZT! -^^— ' — . ' ■ — -r^ 

A AB 



• 

X— 1 X 



— I -^ "— i^ -r-— , d, h. $Iei(^ X, weniger 

A. B 

dar Wahrscheihlichkeit, dafs B überlebt A> worin also noch der 
Fall, dafs beide in demselben Jahre sterben, mitbegrifiPen ist» 
Wenn man also diesen letzten Ausdruck gebraucht, so muls 
man nicht aufser.Acht' lafsen, dafs er für den wahren Weitk 
zii grofs, so wie der im Texte angegebene für den wahi^o 
Wcrth au klein ist» 
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§' 133. 

Soll die Wahrscheinlichkeit des Ueberlebena 

nicht blofs auf ganze Jahre, sondern auf Theile des 

Jahr? berechhet werden und ist die Anzahl dieser 

Theile ITZ n, so wird die Zahl der überlebenden A 

iiri ersten Jahre =: fA^ + ^!L—1 ^^A) — ^^— 

JL A 4x AB AiAB nAiAB . , 
VAA) _- + __=— ^ 4. 



n.n 



(n — I -rf n — 2 + ». + I) 



A- AB + ^ AA AB. Eben so erhält 

3t n 

man für das zweite Jahr die Zahl der überlebenden 

A =: AI A B^ + J^TLL a A* AB^ etp. Weim 

ttian die Anzähl aller Jahre zusammennimmt, und die 
Summe durch A B dividirt, so wird die Wahrschem^ 

üchkeit, dafs-AUberlebeB==:w!i.A£f a, - 

AB. 

n—t /a AÄ . AB^ 
•^j— -^g • Wird aber n = <0 gesetzt, 

80 ist ^e Wahrscheinlichkeit des Ueberlebens von A ZZ 
A'* AB'2 J AM . AB« _ B 



A-B- + -TAB— - -B-^^^'^-« 



^-1 
B 



— Eab + I + Eab -r- 5 — 5ia(b— 1) — 
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b"-' 



-:^— E (at- 1) b=-i [i + —5- Ei(b-i) 

^ , ^ E(a — I) b]; Auf dem nämllclieii 

A , ~ 

Wege findet man die Wahrscheinlichkeit, dafs, auf 
— Theüe <Jes Jahrs gerechnet , B überlebe A, = 

/b'« A A's , n — i/aA'^AB^ j „ 

•/ z± J ■ " S^ — 1 und wenn n = 

AB "an; AB ' 

W 18«, — ^g -T ^ ,^ g — *L1T 

A _ ■ ' ■ - B 



E (* — I) b g- Ea (b — I)]. 

Die Anzahl der Fälle, wo A und B in dem 

m 

nämlichen ZeittKeile sterben, ist für den nten Thdl 

des Jahrs s=; ■ ■— > folglich für alleniThei- 

n* ' 

AAAB 



le des Jahrs zusammengenonimeti = « 

welches,, weijih n unendlich grofs ist , =0 wird. 
£18 ist jiämlich in diesem Falle die Hälfte yon 

/aa^^TaB^ 

/___-_ — ^ Jp der Wahrscheinlichkeit, dafs A über- 
A B ► . 

lebe; und die andre Hälfte in der Wahrscheinlichkeit, 

dafs B überlebe, mit enthalten« 

Ex, Es sey a ZZZ40f b j=: 50j man sucht die 
W^ihrscheinlicbkeit de* üeberlebens für jede PenoBu 
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Hier ist nacb Sürsmilch*^ > * ät 

AB 



Sf E.40.49 .— Er 40. SO =z |§| 12^7 



12^20 = 0,60. Ferner ist ^-^ ^ 



i^i E 39 . 50 — E . 40 . SO = |fi 12,32 — 12,20 

= Ö,3S. . ' * 

^ ', . / A AÄ A Bä , . — 

Noch ist -i j-^ = I + 2 E 40 . .SO 



— ISI E40.49 — IfiE 39.50 = I + 24,40 
— (12,80 + 12,55) = 0,05. Also wird die vollstän- 
dige Wahrscheinlichkeit des Ueberlebens von A über B 
= 0,60 + 0,025 == 0,625, und des Ueberlebens 
von ß über A = 0,35 -f-^Ä^S = 0,375. Und 
beide Wahrscheinlichkeiten zusammeiigenommen sind 

J. 134. - 

, Wenn bey der Hypothese des gleichfnafsigen 
Ahsterhens a und ß die Altersergänzungen und zu- 
gleich die anfängliche Zahl der Lebenden für bei- 
de «verbundenen Personen bedeuten, auch a^ ß ist^ 

. /*A'i A B'Ä 



so wird hier 



A B 



«— I+a — 2 + .. +'« — ß ' - 3 

n L^ L— — fj u, indem 

^ß 
/A^i A^'- hier nur so viele Glieder haben kann 
als^ Einheiten^ und alle.DecrementeZi: i ahgetiom» 
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wen werden» Nun ist s r-^- = • 

« ß 

r= JL A^LZl^LriA r= I ^ — A, 

a aß a« aa ' 

und dies 'ist die Wahrscheinlichkeit des Ueberlebens 
von A auf volle Janre gerechnet), Femer ist 

/b^J. AA'ä _ß—l + B — 2 + ••+i 
AB ~ aß 

^ /<^ - '> ^. . = -^ li dies ist di. 

. % aß i %a a« 

Wahrschleinlichkeit des Ueberlebens von B| auf 

ganze Jahre gerechnet« 

Koch ist r-s '"T- rr: ■■ — — ; — ,— — i 

AB «y 

welches^ da die Anzahl der Glieder im Zähler '^ f 

ist, zz -^ ~ wird, und dies ist die Wahrschem* 

aß « 

lichkeit, dafs A und B indem nämlichen Jahre ster- 
ben» Folglich wird die vollständige Wahrschein* 

lichkeit des Ueberlebens von A ::;: J — J^ — -^ 

3a «» j 

+ — = I ^, = I E b, so wie di« | 

vollständige Wahrscheinlichkeit des Ueberlebens 

von B rr -i-, .^ — a. — -zz -^ zir — Eb. 

1 u 2a 2 u 2a a 

Beide ^ahrsclieinlichkeiten zusammen sind wieder 

Anm» Sonn könnte man fiie volIstSfndIge WaJirscheinlicl* 
kcit de« Uebedf^bens nach der Hjpothese auch durch die Inte* 



1 
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gralreclinung finden« Ba Ist nämlidi di6 Waliisch«inlichl(eit 

des üeberlebens ron A ZZZ ■■■ und dio 

aß 

Wahrscheinlichkeit des üehAlebens Ton B IZ 'i-^ i—, 

ß a 

vro dx der AJbgang von A pd^ B in einem Zeitelpmente ist* 

Erstere^ wird ZU — «-^ —_ — — ^ letztere« ~ ' / 

ß a aß 

X X* 

— . *— --^ — • Setat man x ~ i?, als der kleinsten Alterser*^ 
a 2 aß ^^ 

ß 

gänzun^, so erhalt n»n d^s Ueherlehen TÖii A I^ x «» — - 



ta 



ß 

trnd das IJeberleben von B ZZ -^« 

30( 



Uebrigens ist hier durchgängig bestimmt worden, wia 
viel A leb en zu der Zeit , da ihre zugehörigen B sterben* 
Bey dieser Rechnung erhält man schon diejenigen A mit, wel- 
che etwa' noch eine Zeitlang nach dem Tode aller B leben» 
und die Rechnung ist gleich vollständig* Wenn man^ dagegen 
suchen wollte, welche A sterbeni nachdem die initverbundenen 
B bereits abgegangen sind, so erhielte man :^ar den Werth 
fUr das XJeberleben der altern Person durch eine einzige Be- 
rechnung vollständig $ rdr das IJeberleben der jungem Peison 
müiste man aber zwey Berechnungen anstellen, Indem das Ab- 
sterben der A nach dem Ablauf der kleinsten Altersergänzung 
ß fortwährt^ Es ist nämlich, auf diese Weise gerechnet, das 

/xdx X« ' 

•^ •-*• ~ - ■ ' ■ imdi wenn 
aß 2 aß 

ß ' 

X 'ZZ ß gesetzt wird, ZZ -- — , wie^ vorhin* » Das Üeherlebcu 

• 2m 
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/xdx ß 

— — — , ebenfalls n — — für x ZU 
ßu 2a 

ß. Da indefsen nach A^tauf der Zeit ß noch a "^ ß Fei- 

sonen von A lebenl welche alle nach B versterben, so muls 

man zu dem Ueberleben von A noch hinziüegen 

, Ä * /? 

ZU I -— —9 wo&ach die vollständige Wahrschein- 



ß . ß 
lichkeit des Ueberleben» von A m i *r- + 

ß • 

, I — wird, wi0 Torher» Es ist daher bequemer, bey Be- 

2a 

Stimmung der WahrscheinUchkeit des Ueberlebens auf die gan- 
ze Daußr der Caexistenz das Leben einer Person bey dem 
Tode der andern, als das Absterben der einen Person nadi 
dem Tode der andern zum Grunde zu legen«. v 



§. 135. . 

Wenn man die Wahrschelnlichkeity dafs B zu- 
erst stipbt, auf eine bestimmte Zeit, kleiner als die 
Altersergänzüng der überlebenden Person, sucht, so 
ist es , nicht dafselbe, . ob man annimmt, dafs A über- 
lebt habe B, oder dafs A gestorben sey nach B. 
Von denjenigen A, die in irgend einem Jahre durch 
den Tod von B getrennt worden, leben nämlich ei- 
nige noch eine Zeit lang, und es ist daher für he* 
stimmte Jahre die Wahrscheinlichkeit, dafs A über- 
lebe B, gröfser als die-^ Wahrscheinlichkeit, dafs A 
gestorben sey nach B, 

Die WahrscheinlichJ|Leit, dafs am Ende des 
Uten Jahrs A überlebt habe B, ist, auf ganze Jahre ge- 



\ • 



* 
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A^JR' + A*^Bi + . . + A— ^B^-^ 

rechnet« sss ' . — _ 

- AB 



n n— I n n 

JA— B-T- /A— B— . - , ,. , ,. 

= AB — AB • A^^f augenbkckh- 

che Theile des Jahrs wird das gesuchte Ueberleben — 

A« AB + A4 aB^ + . . + A— AB— , 

AB 

, AAB + A^AB^ + >. + A Ag 

oder auch Jz: — --^ — 

AB 

n — I n--i 

A AAB-^Afi^AB^4-"-\-^^'~^^^ 
"^ . aAB. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs am Ende des nten 
5ahrs A gestorben ' sey, nachdem B vorher abge- 
gangen war, ist, auf ganze Jahre gerechnet, = 

AA^(B-JS)+AA^(B-Ea>|-..+AA^B— B^-) 

Ä7B~ l rechnet 

Auf augenblickliche Theile des ' Jahrs ° 
.' wird diese Wahrscheinlichkeit aber ^= 

I 

:^AJOB~-B^>f^Aa(:B-^B--'')+"+^A.^-~(B— B ) 

^B . 

j- AAAB + AAiAB^ + » » +-AA V"AB^:2 . 
"*" a A.B . 



/ 1 
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> 



oder auch css 

:^A(B— Bi)-f AA»(B — B*) -f . . + ^At" (B— B-) 

AB 

IzTA^jB + ^A3t^B^ + . . + ^ A ^B 

Tab 

Der Unterschied beider Wahrscheinlichkeiten 
A^B + Ax^Bi + •• + A JB 



'jdA(B—B ')+-4A*(B— B«H-.. +JA — (B— B— ) 

AB 



_ AB + A* B« 


+ .. 


+ 


A 




— X 




AI 


1 
> 




1 




A Bi + Ai B 


* + 


■ • 


111 
+ A- 


»— 1 


B— 


■ 


AB 


/ 








(^A + ^Ai 


+ .. 


+ 


n- 


— l 


B 



MM 



AB 

A Bt + A' B* ^ . . 4- A^^ B— ^ 

AR 

Ax B^ + A* B^ + « ^ 4- A— B- __ 

AB ~ 

n n n 

AB A— B— (A — A— ) B 

■^ »mm U li ■ ' i m 



AB AB , AB 

n n n 

. , , A— B A— B— 



A B -■ AB 



J 
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n n 

■ '> 9 WO der Zähler diejenigen A 



AB 

bezeichnet^ welche ^ nachdem sie von ihrem mit« 
verbundenen B getrennt worden» am Ende des nten 
Jahrs hoch leben. Wenn man al$o die Wahrschein- 
lichkeity dafs am Ende des nten Jahrs A überlebt 
habe B^ mit tj, und dafs A gestorben sey nach B^ 

n u 

• , . , . . (B — B— ) A— 

mit i bezeichnete so ist tj c= * »U— . — , 

A Jd 

* 

n n 

(B — B— ) A— 

.80 Wie « sss « — ■ — -— =r • und man 

* A B , 

kann xhiemach die eine Wahrscheinlichkeit aus der 

andern finden. 

Setzt man übrigens n gleich der Altersergän- 

n 
2>mg der überlebenden Per3on A, so wird A = 

n n . 

und ■■ ' ■ " — ^ ^ sss Oj d. h. für diese 

A B 

Zeit sind beide Wahrscheinlichkeiten gleich , da 

nun alle A^ welche B überlebt haben^ abgestorben 

sind. 

ff 

Da ferner die Wahrscheinlichkeit, dafs am En- 
dq des nten Jahrs von einem Paare A B irgend eine 

^ ^ n n 

T> ^ A B — A— B- 
rerson gestorben sey^ =: sc 

du 

1 -^ ^ ..^ istt.so hat man dieWahrtchein'^ 

AB 
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licKkeit, clafs zn dieser Zeit B überlebt habe A, s= 

n n 

, j ■ — 1? (i? wie vorher genommen). 

* AB 

X)agegen ist die ^Wahrschelnlichkeiti dafs am 
Ende des nten Jahrs von einem Paare A ß beide 
Interefsenten gestorben sind ä= 

CA - A -) (B - g— ) _ _ A-^ _ J_ 
AB ■" A B 



^ — :, also ist die Wahrscheinlichkeit, 



A B 
dafe 2tt dieser Zeit B gestorben sey nach A, := 

A— B— A— B— , .. 

r ; JU • « C« Wie 

I ~ A " nr^ T^ AB- ^ 

vorher genommen^. 

Anm, Morgan meint in ieinen Principles S. 1,90 & 191, 
dafs auch auf die ganz© Lebensdauer der altern Person B ein 
Unterschied sey zwischen de^ Wahrscheinlichkeit, dafs B über- 
Jebe A und dafs B sterbe nach A, welchen Unterschied er zu 

(^ r- ^ ) J5 angiebt, wo y ^le Altersergänziuig 

A3 
von B ist. So wie indefsen der Natur der Sache nach' kein 
Unterschied zwischen diesen beiden Wahrscheinlichkeiten «eyn 
kann, giebt auph die im §. angeführte Formel die Gleichheit ^ 
dieser Gröfsen, indem, für das letzte Jahr der Altere ergänzung 

, . y y ^ 

(A - A-) B— _ . _ 

-der Unterschied = JJ^ ' — /^ "^^^^^ 

' Wenn aber B die jüngere Person wäre und die Wahrscheinlich- 
keit ihres Atsterbens nach der Jiltern A bis zum gänzlichen 



J 



I 
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Mgangeäer^ SeaxKhf^vixäef so svaVe 



n n 
(X ^ Ar) B- 

AB 



n 
A B- 



n 



A B 



B 



§. 13(5. 

Wenn man eine Reihe der Wahrscheinlichkeiten ^ 
des Ueberlebens oder auch des Sterbens einer Per-' 
«on nach dem Tode einer andern yi^r eine bestipim" 
te Zeit georaucht, so ist es am bequemsten^ die 
, Wahrscheinlichkeit des Sterbens der altern 'Person 
nach dem Tode der Jüngern 2U berechnen, wobey 
man^ui^ folgende Weise verfahi?en kann. Wie vor- 
her angeführt, ist die vollständige Wahrscheinlich- 
keit, daCs am Ende der Zeitn, A gestorben naph B, =: 

'^A(B— BS)+AA*(B— Bi)4- .. -j-4A^— - (JB— B— ) 

I II I ■ I ifci i 1 1 ■ ■■■■ ', I I ■ ■ I I 

AB 

. "~ »AB , ' 

__ A AAB-f AA VA B i-f AAa/ABl 4-..+AA— //^° — 

AB ' 

:^A^B-}-^A*^B*-f- ».-f-^A ^B 

wo die Summen der Decremente voii B im ersten 
Theile sämmflich mit A B^ anfangen und bis zu 
dem bezeichneten Theile fortgehen. Man schreibe 



as6 



Dritter Abschnitt. 



n-i 



also die Decremente von A^ von AAS an bis A A , 
unter eiiKander^ und daneben eben so die gleichna- 
migen Decremente von B«. Dann ^ummire man in 
einer dritten Columne die Decremente von B Von 
oben an und multiplifeire jede Summe dieser Dec^^ 
mente von B in das nebenstehende Decrement von A, 
' JBndlich »ummii^ man xaucli 'diese^ Producte Von 
oben an> wodurch man für jedes nteJahr dieGröfse 

f.jdAr~" . f^ B " erhält. Ferner multipKcire 

■ , ' ^ 

man auch die gleichnamigen Decremente von A und 
B in einander, set^e die Producte in eine besondre 
Columne, und summire diese Producte wieder von 



n— 1 



n — t 



oben, 80 dafs man auch/, ^ A""^ . Jf B"; bekom- 
me. Dann zieht man von, der erstem Summe ie 
Hälfte der letztern ab, und dividirt den Rest durch 
A B, so wird der Quotient = 

n — I Ä— 1 n— 'i n— I 

/>^A /^B -^|/,^A '.^B—^ 

AB ' "^ '* 

Diese Regel wird durch folgendes Beispiel erläutert 
werdeni wo a = 20> b= 85 /und nach Süfsmilcb 
Tabe^e A = 491 und B = 17 ist. 



/ , 



f. 



J 
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\ » 

Hienach hat man also z. B. die Wahrscheinlichkeit,, 
dafs A gestorben sey nach B, für das lote Jahr, srs 

656 — 4i 5i5 «^, 

"* 49i\ 17 = -B34r ~ " -"^'^ Wahrschein, 

lichkelt^ dafs zu der nämlichen 2eit B gestorben 

n n 
sey nach A, wird also = i ~ -- — — L 

n n 

A- B- ' . 

;ifeV- Würde die Wahf'scheinlichkelt gesucht, dafs 
am Ende des lOten Jahrs A überlebt hätte B, so 

n tt < 

wäre sie rr= « + (B - B-) A-;^ ^ 5i5 „ 

' : " AB 8347 

" a6_»439 * 7539 _, _ ,.',•,, .. 

+ 854? 834^ ~ *• -Dw Wahrscheinlichkeit, 

dafs zu derselben Zeit B Überlebt Ratte A, wäre = 

j A— B— __ j_. j __. A?l«.l!i2 sss 

^ ^ , 8347 ^ 8347 ~" 

8347* : ' . ' > 

1 

Wenn die Jahre, welche jede der Personell 
A nach dem Tode ihrer mitverbundenen Person B 
i^ch lebt, ' zusammengenommen uiid die Summe 
«urch die anfängliche Anzahl der Personen A divl- 
dirt wild, so erhält man einen Durchschnitt des Ue- 
berlebens, der die mittlere Dauer det Üeberlehensi 

Vi 



'".->*' 



\ 
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» 

oder kürzer das mittlere Ueberleben , von A nach 
B genannt wird. Da nun die Anzahl der Paarei 
von denen A lebt, wenn B todt ist, Im ersten Jahr« 
r= A^ (B — B^), im zweiten Jahre —A^Cß — B^) 
etc., im letzten Lebensjahre von A aber, wennxdes- 

X X 

B&[t Altersergänzung bezeichnet, m A (B — B ) 
, ist, so hat man die mittlere Dauer des Ueberlebens 

I 

Ai(B— B?>4-A«(B— Bs)+. .+A— (B— B— ) 
^°"^=— AB —' 

# 

(A* -f- A4 + . . + A— ) B 



AB ' 

Aißi 4- A*B4,+ .. + A— B— -, 

. ! — t , __ ii/ a — 

AB • 

!Ecbb) d. h. das mittlere Ueberleben von A über B 
ist gleich' der mittleren Lebensdauer von A, weni- 
ger der mittlerer* Verbindungsdauer von A und B. 

Eben so ist, wenn y die ARersergänzung von 
B bezeichnet, die mittlere IJauer des Ueberlebens 
von B über A ^i::^ 

i^ CA — A») 4- Bi (A — AS . ) + . .'+ B— (A — A^ 

• AB 

- . y- y 1 1 

— E b — E ab . B~~ , B * etc. und diex dure» 

deren Multiplication entstandenen Producte sind gfeidi 

^ ' y ' y 

o. ,Wenn aber x > y^ so ist A— (B: -^ B") — 

^_y yfi - • yfi yt» 

"^A B, A-; — (B - B^^^—)z= A~- B etc. 
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Wafen beide Personen von gleichem ^Iter, sö 
hatte ttian das mittlere Ueberleben einer jeden über 

die andre rzr Ea — Eaa* 

Eä. I. Es sey a rz: 15, b rzr 20> so ist jiach 

SSfsmilch E a =: 38jS6j E b i::^ 35,03 üi>d E a b 
^^^ 265/12- Folglicih wird das mittlere Ueberleben 
Von A Z=r 38>S6 — 26jl2 = I2,44> u?id dis mitt* 
lere Ueberlebign yon.Brz: 35,03 — 26>I2^^ 8>9I« 
. Ex. 2% Sind beide Personen 15 Jahr alt, so 



ist wieder nach Siifsmilch El5«l5 ^^^ 27»6^* 
Folglich wird das mitjiere Ueberleben einer jeden 
Person m 38,55 — 27,68 = 10,88. 

Anm. Da das mittlere Ueberleben unmittelbar durch Sub« 
tractioB der Verbindungsdauer gefunden wird, do bedarf es £it 
Berechnung defselben keiner weiteren Anleitung« 

H §. 138* . 

Nach dem vorhergehenden §. erhält man jedoch 
das Ueberleben "nur auf volle Jahre# Will man ei 

auchfü r •• — Theile des Jahrs haben, so ist dafselbe, 

Wenn A überleben soll > für das erste Jahr =: 



t 

n AB 
n'~i 

n 



[(Ai +J 



n— 1 



n 



AA) (B «— Ba — 



AB) + (Ai 4-'Jlr2.AA)CB— Bi — 



n 



AB) +..+ (A£ -f-~ AA) CB — Bi -^ 

i-AB) + AMB-B.)]=,-^[ (A^rf 

R a . - 
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i=i- AA) B + (A* -I- ^-^ AA) B + ..+ 



"^■^^ AB) + (A* + ^=^AA)(Bi+ ^ 



Ai '+ -^— ^ A A 
AB) +,,+ A»Bi]r= ^ 

» 

Aips+^^A(AB)-^'AA.AB 

an n /O < 

«■M« 11 t I ■ I I H l II ' ■ ■ ' ■ CO« 5» 

AB • 

I2Ö> Eben so hat man den Werth für das zweite 

A4 + """' AAi 

_ , _' an 

Jan» :zrz " ' - 



A4 B4 -{- 2i:=i- ACAiBi) — Vt^ A Ai . AB^ 



' ' " ■ I ,' ■ - — ■ • 

AB' 
«♦ ?♦ w« Für alle Jaüre erhält iilan also den ge- 

n — 1 



/ A'* + ^^ / A A-a 



suchten Werth = r - 



«I II I ■ um I I «1 ■! » m l I I — « i , i » » i i i ' "^ J 

AB 

wovon,, 'Tvenn n zz: OO gesetzt wird, der er* 

Theil :i:z E a + | ^ der zweite aber E a B T 

/A AS . A B« . . „ , , „ 

i — -:i- ~r^ '. "*• C S. den angegebenen 

f.) AUpTwird das vollständige XJe&erleben von A 



^' \ 
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— E a — E a b . + ~s 9 wo man nach 

' 6 AB \ 

dem Vorhergehenden den letzten Theil entweder 

genau berechnen^ oder ohne beträchtlichen Fehler szr 

I , ^ 

setzen oder auch den Umständen nach ganz 

6,cc , . . o 

weglafsen kann. 

Eben so hat man .das voUständige Ueberleben 

— /a A'Ä A B'a 
von B. über A = Ea •- Eab ^^i^ ^ 



6 AB 



^1^ it 



'• ^ 



Wendetman diese Sätze auf die Hypothese des. 
gleichmäfsigen Absterhens an, so erhält man nach 
derselben, wienn a und ß die Altersergänzungen 
der beiden verbundenen Personen bezeichnen, und 
ß ist, auf ganze Jahre gerechnet das Ueberle- 

- 2 "^^ » 



a 



ben von A 1=:: E a — -* E a b 



^ i + ~ —ZT ^5* 61 ^nd 128% = -^ 

J^ JU — f. äas Ueberleben von B aber ~ 

a * 6« 6« ^ . * • 



6a 



"Will man aber die Correctbn mit berdch^tM 



I 



4 
.1 



. » 
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90 wird das Ueberleben von Ä ^^^ »^ — + 

% 2 

. — , das Ueberleben von B aber :=3 i_, 
,6« , 6« 



0t* « 



"VVeuu a :z:z ß Ist, so yirird das Ueberleben ei- 
ner jeden Person über die andre ^ 

1 — -* 9 welches nach der Hypothese ^::^^ Ea 

*-^ £ a a, wenn dafür die vollständigen Werthe ge* 
»etzt werden, " 

Anm* z» Das volUtändig© Ueberleben der beiden Personen ' 
fände man auch durch die Integralrechnung auf folgende Wä- 
pe» Wenn x die Terfiofsene Zeit bezeichnet, so ist das ?oU« 

f(ß ^ x) xd-x 
Händige Ueberleben von B ~ ■ ' ' ', und Yon A 

aß' 

/C« ^ x) xdx 

■ 'f da» etstcre wird """" 



« ß 

/xdx /x*dx. , X* x' 

^_ — I „^ ■ ^rs — ^ .das let^Etero 



* — ^ 



« ^ IX/? a a ^ 3«/? 

X* X» . 

aber — r-^ Ist nun yj die kleinste Alterscr- 

gänzung und setzt man x ZZZ ß, ^o bat man das' Ueberleben 

ß» • /Ji fl* 

von B für die Zeit ßzrz ^-=— = '^ 1 ^ 

; a « 3 a 6 u 

Ueberkben von A für die nämliche Zeit aber im 

JL. ^^ X-^ Dir erstere Werth ist voHständiß, da bcy AJ^» 

* lauf der Zeit ß all« Personen B abgestorben sind^ Pagegc« 
lobt l»7 Ablauf der Zeit ß noch ©inTheii der Personen A, *1- 



V - 
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le von B getrennt, und es kömmt daher zu dem angegebenen 

. z'woiten Werthe noch hinzu die Lebensdauer der bey Ablauf 

der Zeit ß noch lebenden l%rsonen A, über alle anfänglich vor- 

liaadene A vertheilt. Da nun bey Ablauf der Zeit^ sowohl 
ö^o Anzahl als die Altersergänzung der dann noch lebenden 
Personen A ■^-^ « — ß ^ so ist das hinzuzulegende StücJc ZZT 

= -: Ä + ü-, folglich hat 

2 ta 



et — ß a — ß 



a 



ß 
man das gesammte Ueberleben Ton A ZZ 



ß- 



3« 



+ 



a 

2 



-ß + 



2a 



a 



— ■ •+- , wie' oben* 

2 2 6a 



Sind beide Personen von gleichem Alter und ist u di© 
Alters ergäuznng, »o ist das Ueberleben einer jeden Person* m 
/Qu — x)xdx yxdx /x^dx 



«*. 



ce 



^a 



X* 



2a 


3«» 


9 - 


a 

2 


3 


6 



also wenn ' x r= a gesetzt wird, 



Anm« 2. Wenn man zu der mittleren Verbindungsdauer 
"von A und B, dem mittleren Ueberleben von A über B und 
Yon B über Anoch die über alle Paare v>ertheilte Zeit hinzu- 
legt, während welcher die Paare ganz ausgestorben sind, d« h* 
die Zeit von dem Augenblick des Abgangs dei letzten Person 
eines jeden Paais an bis zum Ablauf der Altersergänzung x 
der jüngeren Person, so erhält man wieder die ganze Alterscr- 
gäuzung der jungem Person« Es ist nämlich diese 'mittlere 

(A — A*) (B r- B*) 

— — ~ I al > ■ I ■ 

~- AB 

- (A — At) (B — BS) , AB t Ä B f.^ 



Zeit des Abgestorhenseyns 



+ 
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< A (B* t B' t .. •) B (Alf A» t ♦ .) I 

AB AB ^ 

AI B^- t AS Bi t • • — 
' '—^ ■ nrx^Ea-Eb tEab. 

Kimoit man hlezu die mittlere Verbmdungsdauery imgleichen 
das mittlere IJeberleben sowioRl von A als von B, so hat man 

aie Summe nx— Ea — EbfEabfEabfEa— Eab 

, "t E b — E ab ZZ. x» Tetens gebraucht diese Zeit des Ausge^ 
storbenseyns, wie er sie ' nennt, um das längste Leben zu ber 
atimmen» Ich habe sie weder dazu noch zu Auflösung sonstiger 
Aufgaben nöthig befunden, und daher hier nur gelegentÜch die 
Dauer derselben angegeben« \ 

Uebrigens mufs man sich di^se vier Zeiten nicht als auf einan* 
cler folgend, sondern wenigstens zum Theil als neben einander 
bestehend, vorstellen« So wie nämlich bey einer einigermaafsen 
beträchtlichen Anzahl von Paaren aus A und B das Absterben 
^ von A und B anfangt, giebt es lebende Personen A und.B, 
Äo von der mit ihneti verbunden gewesenen Person getrennt 
•ind^ Femer giebt es von demselben Zeitpunkte an Paare, die 
ganz ausgestorben sind, so vrie auch eine Zeitlang npch iinge* 
trennte Paaro übrig bleiben* Die Zahl der letztern nimmt im- 
sner mehr ab, so wie die Zahl der ausgestorbenen Paare immer 
Wehr zu« Die Zahl der Perifonen A iqid B, welche vo« 
einem Paare noch allein übpg sind, nimmt eine, Zeit lapg zu» 
nachher aber wieder ab^ 

- . §. i4o; 

Bey der Berechnung der mittleren Lebensdau- 
er werden , wie früher gezeigt worden 9 die Jahre^ 
welche eine Anzahl Personen von gleichem Alter noch 
erreicht, zusammengelegt und die Summe durch die 
Anzahl der Personen dividirt^ Bis zu diesem mitt- 
lem Alter würden sie alle leben^ vfenn der Inbe- 
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griff aller auf das JLeben einwirkenden Kräftp, Um- 
stände etc. über Alle gleich vertheilt wäre. Abet 
eben dieser Verschiedenheit wegen erreichen einige 
Personen das mittlere Alter, andre sterben vor dem- 
selben^ noqh andre Jeben über dafselbe hinaus. 

Treten zwey Personen von gleichem Alter in 
eine Verbindung, so kann man zwar .für eine jede 
derselben einzeln genommen nur eine mittlere Le- 
bensdauer annehmen; allein da überhaupt eine An- 
zahl von Personen nach und nach abgeht, so ist es 
•wahrscheinlich, dafs a^ch diese zwey zu verschie- 
denen Zeiten sterben und eine oder die andre von 
ihnen dem höchsten Lebensziele näher kommen wer- 
de als eine allein für sich, und es entsteht also die 
Frage, wie lange der Wahrscheinlichkeit nach die 
letzte derselben leben werde. Auch selbst wenn ei- 
ne jüngere Person mit einer altern verbunden ist, wird 
das längste Leben unter den beiden Personen über die 
mittlere Lebensdauer der Jüngern Person faiins^usgehen^ 
indem einzelne der altern Personen die mit ihnen ver- 
bundene jüngere Person ü,berleben, und also, imGanzeh 
genommen, die zuletzt sterbende der beiden Perso- 
nen eines solchen Paars länger lebt als eine dersel- 
ben einzeln genommen, sey es die ältere qder jün* 
gere, leben würde. ' 

Das längste lieben unter zwey Persoiien A Und 
B ist ,nun die Zeit, bis zu deren Ablauf im Durch- 
schnitt' irgend eine der beiden Personen lebt, folglich 
entweder A und B zusammen cxistiren, oder A al- 
lein oder auch B. allein lebt. Wenn aUo das AUer 






r 

u 



^ ^ 



•\ 
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der beiden Personetv mit a und b,"ihre Altersergän-; 
Zungen mit x und y bezeichnet werden, und die 
anfängliche Anzahl dieser Paare := A B'ist, so ist 
die Anzahl der Jahre« welche. die Paare zusammen- 
genommen, so lange sie v^ereint bestehen, dulrchle- 

ben, = Af; Bi + Aä B^ -f • . +• A^ B;^, die 
Anzahl der Jahre, welche die einzelnen Individuen 
aus den Paaren, woraus B verstorben ist, zusammen* 
genommen Teben, =:: A^ (B — B^) ^ A^ (B — Bi) 

+ .. + A~ (B — B — ), so wie die Anzahl dei* 
Jahre,^elche die einzeln enlndividuen aus den Paaren, 
wovon A verstorben ist, zusammengenommen leben, 

= BS (A — AI) -I- Bä (A— A3) 4- . . +]?— CA— A— ). 
Wenn man nun diese drey Summen von Jahren, 
welche die Paare, als Einheiten gerechnet, zusam- 
mengenommen, so wie die einzelnen Individuen der 
getrennten Paare zusammengenommen leben ,^ durch 
die anfängliche Anzahl der Paare dividirt, so erhält 
man die mittlere Dauer des ' längsten Lebens — ■ 
' .A* B* + A» B» + . . 

^ AB -^— + • 

Ai (B — B»)" 4- A4 (B — B4) 4- . . 



• • 



Eaii 



A B 
BS (A — A«) 4. B» (A — Aa) -f 

— " — I - t r r-i— ■— II I . 

__ AB _ 

+ Ba— Eab-j-E.b^Eab=:Ea +Eb- 

Eab, c^ h. die Dauer des jähgsten Lebens [unter 
A und B ist gleich der Summe der mittleren ^ 



. ' 



' ) 



/- 
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bensdäuer von A und B, weniger der mittleren Ver« 
bindungsdauer beider. ' 

Wenn a im: b wäre, so würde die^ Dauer des 
längsten Lebens für ±yvej Personen- vom Alter a 

z=: 2 E a — E aa. 

- ^ r . 

.. Da übrigens die Correction sowohl für E a als 

Eb— f,fiirE ab aber zzz \ — — r— ist, 

SO wird die Correction für das längste Leben, wenn 
es vollständig gerechnet werden soll, i::r J -ij- 

/ A Aä . A B^ 

— — — TT-^-r— 9 wo man Wieder den letzten Tbeil 

den. Umständen nach entweder genau berechnen 

oder rz: — — setzen oder auch ganz weglafseu 

kann. 

Ex. Es sey a rr 15, b HC 55, «o wird die 
Dauer des längsten Lebens . nach Süfsmilchs Ster- 

bensordnung = 38,56 +14,50 -r- 13,09 = 59,97. 

Wäre a z=: b li:^ 15^ so würde die Dauer des 

längsten Lebens = 2,38,5(5 — 27,68^ ^^^ 49,44- 

^nm. 1. Bey dem gleich mäf^igei^ Absterben wäre die 

Dauer dos längsten Lebens unter A und B, wenn ^ und ß 
• > 

a 

»2 



die dazu gehörigen AltcrsergänzungeÄ sind, ZIZ ■ JL» 



— — +-— -rz:-^ — +T-» Wen4 <Jf = /? 

* * (Ja . a * 6« 

ist, so >^ird also d«s längste Leben "ZZ. 4^ — —• 
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In beiden Ausdrücken ist die Correction schon nutbegrifTen. 

Anni* 3. Da übrigens das längste Leben aus ^en Lebens- 
dauern und Verbindungsdauem gefunden wird, so bedarf es iiv 
nex weitereu Anleitung zur Berechnung defselben^ 



Zweites K a p i t e h 

P'on 
Verbindungsrenten unter zwey Personen* 



§• 141. 

Eine Verhindungsrente ist eine Rente, ^ welche 
60 lange bezahlt wird, als zwey oder mehrere Per- 
sonen zusammen leben, folglich mit dem Tode der 
zuerst sterbenden Person aufhört j sie heifst daher 
auch eine Rente auf ^ das kürzeste Lehen* \ Hier 
wird fürs Erste nur von den Verbindungsrenten ßr 
zwey Person^ gehandelt werden > und es wW 
hauptsächlich darauf ankommen, den haaren Werth 
der Verbindungsrente, die jährlich mit l Rth, !»• 
zahlt wird, zu findenv 



§. 142. 

Wenn man zuerst annnimmt, dafs die ^tt\s^ 
dungsrente am Ende jedes Jahrs an die dann noch 
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bestehenden Paare mit I Rth. beza^hlt werde, daf» 
die verbundenen Personen anfanglicH vom Alter a 
und b und die ursprünglichp Zahl der Paare :=z: 
A B sejf so ist am Ende des ersten Jahrs zu zahlen 
A- B^, am Ende des zweiten Jahrs A* B^, am En- 
de des dritten A' ^^ ^^<^* ^nd am Enfie des /?ten 

'ß ß 
Jahrs A — B — , womit die Reihe abbricht, wenn 

nämlich ß die Altersergänzung der altern Person^ 
hier B, ist. Discontirt man aber alle diese Zahlun- 
gen auf den Anfang des ersten Jahrs und dividJrt 
die Summe der c^iscontirten Zahlungen mit der an- 
fanglichen Anzahl der Paare, so erhält man den haa- 
ren Werth der Rente für jed^s Paar m 

.1. A^ B^ A I BA K3L rRx 

AB ^ r "J ^^ ^ ;T~"+--*> 

I A'^ B'* 

oder kürzer ^ ■ P , wo die Reihe so 

AB ^ r' . 

lange fortzusetzen ist, bis der Index von A. und B 

so wie der Exponent von r irz ß werden, Plese 

Verbindüugsrente, nämlich die für zwey Personen 

vom Alter a und b jedesmal am Ende des Jahrs, in 

so fern sie dann noch zusammen ' leben, bezahlt wird, 

soll mit i^ ab bezeichnet werden, so .das also ^ ab — 

I* A'* B'- 

■ ^ - r ' ist. Wienn man keine andre 

A B y r« 

Hülfstabelle hat oder einrichten will als die discontir- 
te Mortalitätstabelle, ^wo nämlich di^ Zahl der Le- 
benden für jedes Altersjahr n mit n dividirt ist), 
so kann man nach dieser Formel die Verbingsren- 



( 
» 
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ten berechnen. Ift nämlich unter den gegebenen 

Personen A und B die ältere B^ so miiltiplicirt man 

B- B^ ß 

A^ üt — r-; — 9 AI in etc. bis A— in 

r D 1 1 r D t * 

si ■ 

■, Trelche Ausdraclte für B aus der Tabel- 



rb t /» 

le genommen werden^ addirt alle diese FroductC) 

... . \ B 

und ' dividirt dann die Summe mit A « r""*"> 

/> ' ■■ ■ 

A'iB'i — 

Wodurch man / • i a B ~" ^ *^ erhält. 



§• 143. 

^ . ^ ■ ^ -- Ä^ B* Ait Bi 

Es ist ferner A B . it ab zrr W 

r * r* 

A^B« -rr- 

4 p + . •, folglich (r -- I) A B . ^ ab HZ 

Ai B^ Aä Bä Ai B^ 

1*- L. — ^ J f- ^ , 

r^ • r "^ T* 

A« B^ Ai Bi 



• • 



AB— A(AB) A^B^ — A(A^B*) 



A» B* 



A4 B* — A (Aa Bi) 

— \-. 



r* 



AI B* ACAÄB») 
-— _.. = AB-/ -^» 
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(r — O AB V V ^ !•• ^ 

— nCT r ^ CAa BS) ^ A CAS Bfi) 



r<»AB -^ r» AB 

__ A CA B) ^ A CA^ B^) A (Aa Bi) 

AB "r" A B r + AB r« ' 
+ . . , welche R^iIä bis zur Altersergänzfung der ^ 
altern Person fortgeht. 

Nun ist ferner A (A B) rr A B — A^ B^ zn 
(Ai +AA) (B^ + AB) — Ai B^rrz AA.Bi 
+ AB.A* + A A.AB (oder auch r=:AA.B 
+ AB.Ä — A A.^B)5 eben so ist A (A^ B^) = 
A^BS _ Ai^Ba iz; AA^^.B^ + ABi.Ai + 
A A^ . AB^ (oder auch Jn A A^ . B^ -|- A B* . A^ 

A Ax . ^Bi) etc. Man erhält daher auch /Ü^:i5l2 



ro 



_ ' AA'Ä.B'i ^ . AB^.A^i 

^J — ?^~r- +/— 75 — + . 

AAa.ABS ^ ACAa,BÄ) 

7 ' 5 y wonach man / ^ ^ 



r" - ./ J.O 

-aus diesen drey Theilen zusammensetzen kann. Da je- 
doch Ai+AA:=A, Ai -4- AA^rrA^ etc., so kann 
man auch die beiden letzten Theile-in einen einzi- 

' ^^ , A B'- . A'- 
geh, itämlich in / ^ — zusammenfafsen, wo- 

nachfolglich / ^^^^"^^"^ ■ = / , ^^; ^" 



»««B^* 



A B'- . A*- . ' 

'^" / ■"" ^ wird, Uebrigens ''erhallet es 

von selbst, dafs man bey Berechnung dieser Theile 
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"Wieder die discontirten Zahlen der Lebenden ge 
'brauchen könne> wobey jedoch zu. beobachteü ist, , 

dafs^daman hiemach die Summen y* I 

I 

«fad / ' erhält, man diesfe Ausdrücke nöcli 

•^ r* 

mit r multiphciren mülse, um / ^ ^ 

AB'- A'* 
xinA f ^ zu erhaltene 

Weil femer A A* = AA— A*A, A^^ 
;:::::: A A — A* A r— A* A^ etc, (^. 52) ' imgleicben 
JB^ :i= AB ^ A«B, AB^ Z= AB — A ^ B^ — A* 
etcj so kann man hienach auch die DiflFerenzen dff 

AA'SB'i , ^ AB'^ A*^ 
Dekremente to / 5 «nd/ — - — ^^ 

setzen, wobey man jedoch die zweiten Summender 
discontirten Zahlen der Lebenden gebrauchen würde. 

Anm. DieJBe hier angeführten . Formeln wnd den in d«'> 
§. §» 64 und 67 angegebenen Ausdrücken zur Berechnung dtf 
Leibrenten auf ein einziges Leben analog. Sie ei-fordern m- 
defsen die Decremente der Verb^ndung^^, die entweder durch 
öie Subtraction 4er Zahlen der ungetrenuten Verbindungen ^ 
technet oder auch 'aus Theilen zusammengesetzt werden sol- 
len* Die Betechnun^ wird daher weitläufiger als nach 
folgenden §♦ ^ ' ' 



J. 144. 
Noct ist X ab oder ■ ^ (• 
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>^- 



AiBi Ai Bi , 



CA — ^A — ^Ai) B* 



I /A— i/A)B* 

— - ( ■" ■ ' ■' ■ 



!I«*IM« 



CA — AK — ^A^ ~ if AA) B* 

'B* 



A Bx 



AB 

B 
r« 



Bl 



Bi 



r» 

:^A£ 



Bl 



+ -^+->-^c-v:- + 



4'..)- 



r» 
:^fAA Bl 



• .«(. 



) 



AB "r» 
£A ^B'* ^\rfA« ^ B'* ^ 



Ib — 



^A* ^ Ji'x ' f - B'* 



B 
lb> fernef 

B </ ft 
mchidb : 



Fi 



B 



r« 



B* 
Br 



. *■■ Ml 

^Xh ^ I# eben so 



Ba 



15-a. * ! » ■ ■ 

"g^ ib*f.2f «tc.| id hat man 



ib — -i. (^A. Ab rf 



ÄMi*rfa 



^Al.'-lLxb + i +^A4.^|i.lbTr2 



Br 



r • .)> wonach die Verbindungsrente för A B au« 
m Leibrenten tür B Äusammengesetzt werden kann* 
^ Will man ab^r, anstatt der Decremente Ton A> 
ie Differenzen derselben gebrauchen, 60 hat man 



ab 



Ab- -£^/-£i.-. 
AB > r« 



\ '. 



./ 



/ 
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AB •' r» 

jl A — \ä' A: — ji* A^ ^B'i 



AB 



f-^ •*• 



'jtA , - B'* -B'* - B'* 



A'B ^J r» T«/ r* 
^•AA, « B'A . . ,, ':dA ^B'» 



(/--r-+-> + 



• • 



;ib — 




AB V r* • ••' » ■;- ABJ r 



• I B'A B'A 

B'* ' 



X 



§• 145. 

Vermittelst der nk vorhergehenden §. angefüBr- 
ten Formeln und einer besonders einzurichtenden 
Hiilfstabelle lafsen sich die Verbindungsrenten anf 
eine ähnliche Weise wie die Verbindungsdauer f nad 
$• 124) finden. In der ersten Columne dieser Hülfe- 
labelle schreibt man die Jahre des Alters von ^ 
bis zum höchsten Lebensziel unter . einander, b 
der 2ten Columne werden die auf das Jahr ^ 
contirten Zahlen der Lebenden jedes Al^rs aufge- 

A ' 

führt, so dafs bey dem Alter a die Zahl — i- 9 ^J 

ra 



- / 



J 



I 
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A» 



a 4* I die Zahl . etc. steht. Die dritte 

Columne enthalt die Summen dieser discontirten Zah-^ 
len der Lebenden von unten an berechnet^ so daCi 
die Summe (lir n Glieder von unten bey dem nten 
Gliede von unten angeBUirt iste, Aufterdem hat, 
man wieder einen beweglichen zu der Tabelle pas« ^ 
fenden Streifen^ worauf die Decremente der Zahlen 
der Lebenden nach der Reihe t^nter einander stehen» 
Bey* dem Gebrauche^ legt man den Streifen so 
an die Columne der Summen^, dafs das Jahr a des 
erstem neben das Jahr b -{* I der letztem zu liegen 
kömmt. Dann mulfiplicirt man jedes Decrement^ 
• vom Jahre a an bis zur kleinsten Alterserganzung^ 
in die nebenstehende Summe der discöntirten Zah- 
len der Lebenden, additt darauf alle diese Produc- 
te> und dividirt die Summe derselben erstlich mit 
der discöntirten Zahl der Lebenden Vom Alter b. 
Und zweitens mit der ungeänderten Ziahl der Le^ 
benden vom Jahre a, -^orauf man endlich diesen 
Quotienten von der Leibrente für das Alter b ab-» 
Zieht. Es ist nämlich nach der Einrichtung der Ta- 
belle die Summe in der 3ten Columne bey dem 

!M B* 

Alter b 4. I = _^— + ° + .. =5 

' ^r - ä: r '% eben' so ist die Zahl bey 

I B** 

dem Alter b + 2 s= — t — — etc. etc^ 

■^ rb J r« 

S 2 



' . 
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Folglich erhSlt man durcU Multlplication dieser 
' Summen mit den dazu gehörigen Decrementen die 

Producte^A -^/-^ + ^ Ai _/_p. + . 
etc y und es* ist 

\dA.—rf — +:iiA^. -r-/ — — 



Mi< 



A. " 



aA\. B-g '4A^^J^ 



• • r 



ABJ r' ^ AB ^ r* * 
dem nach dem vorhei^ehenden §. von ^b abzuzie- 
henden Thöile des dort angegebenen Ausdrucks. 
Will maui anstatt der Decremente der Zahlen 
der Lebenden, die Differenzen dieser Decremeute 
gebrauchen^ so mufs der vorhin beschriebenen Ta- 
helle noch eine viert© Columne hinzugefügt wer- 
den, welche die zweiten Summeii der discontirlea 
Zahlen der Lebenden, eben so angeordnet ^ie in 
Ansehung der ersten Summen vorher bemerkt wor- 
den, enthält. Auf den beweglichen Streifen trägt 
man, anstatt der Decremente ihre Differenzen, nut 
* dem zugehörigen Zeichen 4- oder ~> auf. 

Bey dem Gebrauche legt man den Streifen aa 
die vierte Columne der Tabelle so, dafs die Diffe- 
• renz des Jahrs o neben der 2ten Summe des Jahrs 
b + 2 zu stehen kömmt. Demnächst multiplicirt 
man jede DiffereilSS in die daneben stehende zweite 
Summe der discontirten Zahlen der Lebenden, addirt 
die diese Producte (wobey begreiflich die negativen 



N 
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Pi^oducte abgezogen werden) > dividirt dann di6 
Summe der Producte zuerst mit d^r discontir^en 
Zahl der Lebenden bey dem Jahre b^ und dann 
den Quotienten noch tnit A» durch welche Opera* 
- tion man aus den vorhin ' angeführten Gründen 



das Product 



AB 
rb 



. rb •' r* 






"f* • •) T* • • ) 






AB "~ •/ r« ' " ^ . r» 

erhält. Dieses Product addirt man sodann zu Ab 



+•) 



AA 



B'* 



} wonach die Somnie <lle gesuchte 



AB/* r« 

Verbin^ungsrenta giebt, x 

•* • • ■ « ■ 

"Anixu Zur V«rgleichnng diesst Berechtmng mit dtfr im 

« 

$• x43 erwähnten füge ich nur noch hmsu» dafa^ weiafr di^ Dei» 
c^emente gebraucht werden, be]r^ter«r der ierneinte Theil 
aus ß iProducten beatehe, die ia eine ^ Summe Ausammengelegü 
werden müfsen, wo ß die kleinste Alterfierganzung 13 1* Kach 
der Fonhel des §^ i43 besteht der ▼emeinto Theil aus % ß 
Froducten» Wenn nun gleich der eine Factor In den Frpdiic-« 
ten des letztern i^usdrucks Uefner ist als in den des erstem, so 
in doph im Ganzeu die hier angegebene Operation kürzer« 



SoU die Verblnduiigsrente aber nicht allein an 
di^enigen Paare» die ant £nde jedes Jahrs iioch 
leben> sondern a^ch'fur dieienigen» welche im liau- 



^ / 
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*fe des Jahrs duroh den Tod einer oder beider In* 
terefsenten ausgehen» bezahlt werden» so kann man 
zunächst vrieder im Allgemeineit untersucKeili» was 
2tt zahlen seyii würde» )^enn jedes Paar für das 
Jahr» worin es getrennt wird» einen vollen I^entea* 
Ihaler» und zwar am Ende des Jahrs» erhi^te. Dis 
Zahl der abgehenden Paare ist nun im ersten- Jahre 
es: ^(AB)» im zweiten q? ui(A^B^)> im dritten 
c=:\^(A^Blj etc.y und ebdn so TielvRent^i^thaler 
sind in jedem JaHre zu erlegen. Discontift man die 
Zahlung jpdes Jahrs auf den^ Anfangstepnin und di- 
vidirt - die Summe dieser discontirten Zahlungen mit 
4er anfänglichen Anzahl der Paare» %o erhält mao 
den Wertb des an die in jedem Jahre abgehenden 
Paare zu zahlenden Ülialera fiir jedes Paar ss 

•AB" • ^—^^ + TS + 

r* ,^*^ ' ABr' r« 

Diese Gröfse, nämlich der Werth eines Thalers» dtf 
iiir jedes Paar aus AB am Ende des Jahrs^ worin 
s es nach den Tabellen durch den Tod getrennt wird» 

2u zahlen ist^ soll kiinft^ der Kurze wegen mit ^ ab 
bezeichnet werden, \ 

Uebrigens findet man den Ausdruck ^ ab 

iiUs 4er Verbindung^ente Jt a b. Es ^ ist nämlich 

ö. 1430 . .-S *= p _ -^Z ^'^'.^^ ■ 
SS p ~ pr^ ab», folglich wird pr*ab sä p — 
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's, \ 

* * » 1^ •' 

\ - , p —— ^ A a D '_. 

A ab, und ^ abi^- — ^ — „ ^ ~ 

"Il-I *^ ' ■' " ' 

Auch hat man aus §. a44 * jab =: Xb — 

» •• ■ ' • • 

.Aß- r ■ ■ r,« _^ 

Uch, (da ib = p — pr^b) p — prdabss 

p — • pr ^b ■*- - Ixt - \A^T 



AB - > 

'Ah^ f — — + .0» »nd pr^^äTs:: pr^b + 

^ CAA f^+AA^f.^:^ +1.3 oder 

elb == *b+ -^ (^Az-^i: 

• Anm» lös e]^kl^t sich übrigens leicht, warum* ab > 
>b ist. Zwar soll nach *Tb dieselbe Anzahl von Sterbetha- 
lern bezahlt werben als nach>b, indem eben so viele Ver-, 

bindüngen nach nwA nach aufhören als Personen vom Alicir 
-b sind* Aber die Verbindungen kören zum Theil achon -»»F, 

wenn die andre Person A stirbt, und ein Thcil der Sterbetha- 

"t^r ist rfsp nach^ *^ frühe^ fällig als naot * b. 

§' 147. 
Nimmt man nun an, dafs die in jedem Jabre 
ausgeberiden Verbindungen »a der Mitte def»elben 



\ • 



i 
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ftUe txt£ einmal auflioreB^ and für jede am Ende Aei 
Jahn ein halber Thaler zu zahlen sey^ so ist das zu 

der Verbindnngsrente Jl a b noch hinzuzulegende 

Stück sss f ^ ab> und da nach dem vorhergehenden 

4. •ab sss — • to wind hiemach der 

Tollitandige Werth der V^rhindungsriente ==: il ab + 

, S5(I ) Aab + • 

jr apr apr ' • ar 

Für den Zinffiiüi rön 4 Procent wird die» =s 

» 

ii AÜTb + — i-- = Of98077 iab + 0^8077. 
Für r s=£ 1,05 hat man den gedachten Werth :=: 
4^ 4 ib 1 1~ =2 0>976I9 * Ab + 0A7619* 

*« *i*0 



$* 148. 

£f ist jedoch bereits oben §. 126* aifgefubrtf 
dafsi wenn die einzelnen Personen in gleichen Zwi- 
cchenzeiten wahrend des Jahrs absterben, die in je- 
dem Jahre aufhörenden Verbindungen nicht im 
Durchschnitt bis zur Mitte fortwähren können, son- 
dern dafs bey jener Vorattlsetzung die Zeit, Ip^rel- 
che die im ersten Jahre aufhörenden Verbindung^ 
während defselben fortbestehen, über alle Paare ver- 

theilt, = i^^—^^^ ___,wahn.nd 
dos zweiten Jahrs =: f , „ ;; - — 



L 
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-— • — ' . p ■ etc. «ey. Folglich ist zu aeoi 

Werfhe der Vierbindungsrenite I eine* i«deii Faarv 

-4 (AB) 



fimzuzulegeiif (ur das -erste Jahr { 



t 



I 



ABr 
\d (Ai Bi) 



ABr 
f för das zweite Ja]ur 



m-*m 



etc. Diet 



AB r* (S ABr« 

"bpiragt för alle Jahre, ztuammengenomtnen 

* <J AB r «^ r« 

Hier koin man nun wieder diesen letzten Th^ 

^Aa^BÄ 

' ■' » je nachdem 



iBr •/ 



namlicAli •— 
> 6 AB r «^ . r» 

es die Beschaffenheit fordert^ entweder nach seinem 

* V 

genauen iWerthe berechnen oder iiach der Hypothe- 



9e des gleichmäfsigen Absterbens 



/ 



6otß ^ rä 

t 



xß 



setzen^ wo er> da ifir r > j jederzeit / 

< /? ist| immer < — * bleibt^ oder auch gan^wejg« 

lafsen, in welcbem Falle dann die Vollständige 
Verbindungsrente, so wie sie im vorhergehenden §. 

«ngenommeui =:= X ab -f- | <^ ab s= (l —• 



>pr 



x) 



Ir ab 4-* r — wird« 
ar 



Sonst ist auch noch der Werth der Yerbin« 



m 
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dungsrente, wenn sie fiir alle Paare* nadi Verhält- 
itiifs der Zeit^ die sie bestehen^ jedoch am Ende ^^ 
^Fabrs bezahlt werden siöU^ fiir i^rerßie Jalur ;p 

- , ' -■ / (A ^ :r A A) CR j-r xäB) dx = 
—-4- — lAB/dx— (AAB 4» BAA)/x(ix 

4- A A . A B Tx* d X I s= - - — # ■■■' 

BÄAAÄ . AA^ABa ^ A^ ßs 



+ f 



' AB r ^' ABr jABr 



, A2 B* . BS Ax ' Ai B* . 

» *• ABr ^ ABr ''"* ABr 
'£ben so ist der Werth för das zweite Jahr =: 

^ ABr* ^* ^ABr* ^ ABr* ^^ 

f- — I- — — - etc. Daraus erhält man deu Werth 
ABr** 

— I — t - «. 

A— B— 



ruf alle Jahre r= | — A (a — I) C> - D 

t ■ - I -. r 

A— r— r . B— 



+ I C— 7-Ka-I)b + -5— X a (b - I)] + 

i 1 a b» V ' 

§. 14?. 

Sollte die VerbindungÄ-ente nicht auf ^einmal, 
■> sondern in Tejminen bezahlt werden, so köraiht es 
darauf an, wie viel während jede« Termms zu zah- 
len ist. Dies ergiebt sich für Jedes nte Jahr aus 
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der F<*m^ /(.Arr + Cl — ac) AA-f-^) CB~ + 
<^— «) AB — -JdxrttA— JS— .^•f^CA— A/B _ 

n . n— z .X* n — t n — r 

+ B— A A— ) (X — -^) +äA— ^ .AB:^— (X ^ 

^t «l« — j^ wenn man x jecjesmal dem ab- 

getatzfenen Theüe xles Jahrs gleich setzt, und den 
,Werth jedes Theils vo)b dem des fcdgendcfn absittht« 

t 

Soll nun zuerst die Rente halb)ährUch- fbezahlt 
werden^ so erhalt man die für- das erste Semester 
jedßs Jahrs 2u zahlende Rentensumme^ vvenu man 

li ; n • 

in der obigen Formel x =: | set^^ = J A — Ä"^ 
n n ?-^ 1 n n-^i ' n — t n -— . 1 

+J(A— AA-^ — ^4-B~AA ^)+/;|AA -.AB''^ — 

HU' rx n-^i n ,-n — x 

= i A~ B— -J- 4 (A— A B + B— A A 

+ AA . AB — ) + CÄ — *) AA .AB • 

n n * a — i n— i 

=S j A— B— + 1^ (A-^B ) - 

n— r n— I 

A A A" . AB — ^. Für V das ganze JaV'hat 

inan,^ wenn man in det* obigen Formel z ==: I setzt, 

die Rente'nsumme ohne Zinsen = A"* B — -f- 

I(A— AB— ^+B— AA ^)+iAA .AB-^-^^ 

Wonach also, wenn man hievon die für das erste 
Semester gefundene Summe abzieht^ die im zweiten 

Semester zu zahlende Rentensumme = J A~ B^ 



V 
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n— 1 n n n— m— r 

Ä AA-^-AB :;: I A— B^-|- f A (A-r-.B— >* 

I 

*^ A A . AB"^-^ wird. Hbmach erhält man 

den Werth der Zahlungen des nten Jahrs> auf den 
'Anfangstermin discohtirt und über alle I^aare verthe3t^ 

r*4-I A— B— i r*+l ACA~Ä~~^ 






- + 



am ,AB * gr» AB 

* +r A A*" — • A 



. . _ . Nimmt man 

XI m AB 

den discontirten Werth aller Jahr» zusammen, so 

hat man die in halbjährlichen Terminen zahlbate 

Verbindungsrente zc - — ^ ;^ a b -f- 

2 

' 8 * lar»' r«AB 

\ 

, , I il ab — ^ 

oder auc|i > . wenn — — — — — — anstatt * a b 

geseföt wird, == y*+?'-+?^^+I x^+ 

° - - > 8r 

*r^+I r *+ 1 / AA2.AB2 

r «^ r« AB * '"" = 



8 r » 



I>04 wird dieser Ausdruck ~ 0^990385 * «b -f« 

. AAS. AB 
0, 4879Q9 — OjI<j025<y. J ■ ", ^g ^ 

Soll die Reute vierteljährlich bezahlt werden, 



f » 
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so kann man in der vorhin angeführten Formel an»' 
tetatt X nach und pach setzen j^ j> | und I } man 
erhält d^nn <Ue Rei^tensumnije für das I«te Quartal 

des nten Jahrs — ^ A— B"^ + Ä C^"^ A B — t; 



+ B— A A ^) 4. ,Vk A A . AB ' 



i A.- ß- +/5 AKA— Br^) - ,}, A A— . AB 
für das zweite Quartd = J A" 8—+ /j(A— A» 



+ B-^ A A--) + VÄ A A-^ . AB-^^ = 

n n n— 1 n— r n— ^ n— »r 

l A-B- + ^ A(A B )- ,V^/iA AB ^ ^ 

för dasdntte Quartal s= | A—B— +^5 (A— A B 

n n — t, Vr—t 

4- B- AA ) + ji, AA .AB 

t * 

n n n— r n— i n— i n— i. 

JA-B— +/5 A(A B )— tVj AA— '.AB 

und für das letzte Quartal = J A"~" B — J[m 



n n— t n - n— r n— r n— r 

Ä(A- AB +B— AA >KfaAA ^..AB 

n n n-— 1 n— i 

= 5 A- B- 4- Vi A CA— B— -:) - 

3^1 A A • A B * Dies giebt^ auf die nam» 

Ifche Weise -nie vorher angeführt worden > den , 
Werth für alle Jahre = , 



7 ri + 5 r^ + 3 ri + I _ 

' * — ' — ^— ' ^ ab — 

. 3-» - 
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371» + i9 r* + 7 r^+I T AAS.AB» 
'■ 19s r ' •' to AB * 

WO man wieder — — anstatt * a b setzen 

r . ^ p r 

iuinn« Wenn r' ss 1^0^ ist^ so erhält man hiemach 
den Werth der vierteljähTÜch zahlbaren Verbin- 

düngsrente = 0,995241 ^Tb + 0,49O9H — 

/. -AAa . AB* 
OiI62638/ :prj^ 



$. 150. 
Sollte die Verbindungsrent'e in augenblicklichen 

m 

Termintn bezahlt werden, so hat man den über alle 
Interefsenten irertheilten haaren Werth des ersten 

(A-^x AA) (B — X AB) dx 
Jahrs == / , — -abTT " ^ 

_ AB /• dx ^ A.AB+B.AA ^xdx^ 

— A B »^ rx "" AB 'J rx 

AA. AB /• X* dx 

y ' • -^-^^ ^"^^"^ nach der 



AB ^ rx 

Integration ic ='I gesetzt werden, mufs, so .findet 

A B ^ dx 

man nach §. 42« — > p ' / = 

A B *^ rx . 

" i^AB ttAB „ 

„ Ct •— ^ > ^ -• Ferner 

"^^ r-'ABpr AB 

A.AB-f-B.AA f. xßix 
öt ^g «y jT" 



s 



Von Renten etc. auf zwey Leben» 



r ^ AB 

;^Ä (r — I) — n A . AB + B . A A* 
. . V ', , A B • 

jt»-^p» A.AB+B.AA 

■3; ■! 11 I , ■ m I ^ m . in ' - ■' ' I iii^ 

s= •— Cr — P) T^—: '♦ Endlich ist. 

pr , , AB / 

AA > AB- p . X* d X ^_ 

AB •/ rx "^ 

(2 TT« — — ' — ) 



r ' AB 

i jT* (r — i) — 2 TT* — TT A A • A B 



A B 



j-^M. « 



— a 7g* — ajT^p — ?rp A A > A B 
"^ '< • pr ^*~^ X B 

(2w* ^ 2 7rp — p) — ^ > p • Derge- 

pr AB 

sammte Werth der Zahlung des ersten Jahrs ist al- 

« r AB , A . AB + B. AA 

'•»= i^ .f -ÄTB^ -"^'' - P ^ _ AB. 

. N A A .AB , 

+ (2 ä' — a w p — p> -^ ] = 

AB- A.BA+B.AA— AA.AB 



« f A B - ^ A.BA+B.AA 

"F l-Äy -^'^p^-^ .. AB 

, , ' AA . AB; V_. « f AB 

— (^^ — P) — ^T^tT-^ TT (^P + I — 27r) 

AB 



■\ 
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^ g V " ■■ j. , Auf die nämliche Art erhSlt 

den diioontitien Wertb iiir dat zv^eite Jahr = 



man 



— C^ — p) - — ^ p^ - ■ — ir (2p 



A Bt 



A Br 



+ I —2«) — > • ^ — \t *o ^w fiiw dnt- 



r 

te Jahr 






(■ 



A B 



ABr* 



— C« — P> 



•*" " (2p + I — 2»0 



A'A* Ä B« 



) 



A (AiB*) 
A Br« 



AB r* 
etc. etc. 
Diei glebt aiscr fiir alle Jahre zusammen den 



Werth 



AB 



pr l A B 

+.. .. — c« — P) c 

^ (AI B«) 



r- + 



AI B> AAB-t 

"'' ABr« 



A B r 



A (AB) 



A(Ai Bä) 



AB r* 

; AA'. AB 

^— TT— + 

A Äi . A Bi 



AB ^ A B r 

+ ♦.] — w (2 P^ I~2 Jr) 
AAS. AB* 



AB r 



AB r« 



•[-••) 



1 

J 



IC 



pr 



tl + »ab^ 



(jt — p) r*ab w_ „ (2P+ I _ 27i)/— ^— ] 

«ab 

^J 

P 

* ab — 

^1 = 



oder« [wenn man anstatt r ^ a b setzt i — 

- P 



n 

p7 



I*j-Xab — TT^^-p-f- 



n(2p + l~2^)/ 



'AAS .ABS 



A B r« 



j 



4 
I 



I 
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^|-|-Aab+ pi--rt^„(2p + 1-2«) 



P 

J A B ro j CVergl. §. 70). 



Für r = 1,04 Ut „ zz 25^4907317, -^ 

P 

— »r * 

— 1,0198693, — = 0,980<J43S und « (2 p + 

I — 2») = 0,166662. Folglich erhält nian nach 
diesem Zinsfufse den Vollständigen Werth = 

0,9806433 (1,0198693 A rb + 0,5032683 -* 

0,16666a AAS .ABS 

AB J ' r« ~ ^~ 1,0001281. A ab + 

0,493526 2!i£34lJ_ Y_AÄ2^B8 ^ 

AB y^ ^ » wo n}an 

in den meisten FaUen den voUständigen Werth = 
lab +-f wird setzen können. 

§. 151« 

Bie Verbindungsrente nach- der Hypothese det 

, gleichmäßigen Ahsterbens, auf ganze Jahre gereoh- 

net, erglebt sich aus der allgemeinen Formel X 7h 

+ . .). Nach der Hypothese ist nämlich, wenn « 
'md /f die Altersergänzungen für A undBiittd Und 

«^ die anfängliche Anzahl der Paare, * ar:::: ilb 
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^ JL -|^ . . ) ZZ L b, d. h. gleich «n« 

nach der Ordnung der natürlichen Zahlen steigen- 
den Leibiente für B« und es wird dliher hiernach 

I V _ 

X ab ±: i b — Lb, wo b das höhere Alter 

Da iä)erdem nach §. gS L b ;ir p (I + r)iS 
-*- P 7* •"■""::: " ist, so wird auch A a b ZU 

*b p Ab r- pr Ab + V I^—l — 

dann Ab ebenfalls nach der .Hypothese ,des gleick*' 
niäfsigen Absterbens genommen werden niufs. 

£x. Es sey a zz 40, b = 55, so ist naph der 
Süfsmilchschen Tabelle a ZZ 45,28 und ß ZZ 29* 

Man erhalt also nach dem 4 Procentfufse Jl •40*5^ 

= <? -' -Zfes-^ 9>7783+ -^ 10,6630(5 = ' 
1,2346+ 9,2= '7,9654. 



J 
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Sollten auch diejenigen Paarei die im Laufe jede« 
Jahrs aufgelösef werden, für die Zeit, da jsiebestan- . 
den haben, die Rente am Ende des Jahrs erhalteut 
«0 müfste zu dem öhigen Werth noch hinzugelegt 

; werden f ^ ^ - -J_. r_I^, und die voHstän- 

dige Verbindungsrente wäre hiemach X .sTh 4- 

v^^b ~ ~^/-^ = (I~— ^) K IhlU 
6aß ^ ^ß apr ' ^^ 



■ ■ V 

1 1 1 • 

* a b, so wie es eben bestimmt worden, genommen 
Wden mufs. 



/ 



$. 152. 

Wenn die Verbindungsrenten nach der gedach- 
ten Hypothese in augenblicklichen Terminen bezahlt 
^erden sollen^ u,nd a> ß die Altersergänzungen, a ß 
*e^ anfängliche Anzahl der Paare und X die verflos- 
sene Zeit bezeichnet, so ist der gegenwärtige Werth 

der Verbindungsrente -. r C^ ~ ^) (/? " ^) dx 
rx « V rat ^ -' rx 

*t> nach derHypothese, (^.75) und/ '"^'' 



T2 
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— r ■ n: L b nach der Hypothese (§. 87> 

^ dx 1 ^ xdx 

folgKchwird/-^ ~f—r^^^ _ 

. f J. — z/-^ = ilb — ^-Lb, 

ut ^ rx ^^ aß^ rx , ' a 

beide Renten nach der Hypothese genommen). 



2 n , . n* ^ I 



oder auch = Xb — ^^ A b -j f -— 

«.. 87) = (I - -^f 3 «b + ^ /^. 

Für e :=: 40 und li n 55 wird, die Altena^ 
gän Zungen nach Süfsmilchs Sterbensordnung genom- 
men und die Zinsen zu 4 Frocent berechnet ^ die 

Tollständige Verbindungsrente ZU (I — - — l /«") 

, 65o,o833 

I0,26gl +-75-;^^^ • 16,9837 = — 0,I26I7- 

10,2681 -+ 0,57428 • 16,9837 = ~ 1,2956 + 
9,7534 rr 8,4578. 

Im vorigen §. war diese Rente ohne die Corr* 
tion:i: 7,9654, der Unterschied ist also =: 0/^0 



?» 153. 

\ ■ - 

Will man mit einer Näherung zijdrieden seyn? * 
kann man den Werth der Verbindungsrente entvrea 

I) nach der Hypothese des gleichmäfsigen A 
Sterbens bestimmen, wobey man 4ann die Altei 
gänzungen gleich der doppelten mittlem Lebensdi 



I 
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er nach derjenigen Sterbliohkeitstafel^ die man zum 
Grunde legt^ annimmt. Sucht man also z. B. nach 
dieser Methode die Verbindungsrente für die Leben 
40* SSf so ist nach Süfsmilchs Mortalitätstabelle 

E 40 =: 22,64, also a = 45,28, ^SS = 14,50, 
also ß rr 29, und man erhält, wie bereits im vori- 
gen §. angeführt ist, zu 4 Frocent gerechnet^ ^ 3en 
Werth der Verbindungsrente ZZ t,9654» Der ge- 
naue VVerth nach Süfsmilchs Tabelle ist = 7,939(J« 

2) Man kann auch die Leibrentenwerthe für 
cm einziges Leben nach der 2um Grunde zu legen- 
den Sterblichkeitstabelle nehmen und daraus mitHül- 
teder Hypothese gleicher Decremente die Verbin- 
dungsrenten auf eine ähnliche Art, wie es §. 129 
m Ansehung der Verbindungsdauer angegeben ist;, 

berechnen« Es ist nämlich nach §. I4<5 ^ ab I— 



*^ - aV C^^ / 



B'* 



+ ^AV- 



B'4 



+ ^Ai/ 



B'i 



r« 



-f- . 0« Wenn nun die Decro- 



Oieute für A unter $ich gleich angenommen yrerä^n 
•Uid anstatt A die Anfangszahl ZZ «, folglieh jedes Pe« 

Wement ^^ I, gesetzt wird , so erhält man i a b 



= ;ib — 



«B 

X 

+ ..) =: ib 

ifin Werth — 



(/ 



B'i 



r* 

I 



/ 



B'4 



«B 



ß 



r» 
B'i 



+/ 



B'i 



/ r' 



r« 
Um nun 



B 






B'^ 



, zu finden, nehm# 
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man aus der vorher Im ^. 145 erwähnten Hulfsta- 
belle» und zwar aus der vierten Columne^ die bey 
dem Jahre b «-J- I stehende Zahl^ "welche nach der 

Einrichtung derTabeller: ■ — •/• -^-^^ — » Di«- 

se Zahl dividire man durch das Froduct von a b 
die discontirte Zahl der Lebenden bey dem Jahre 

b oder durch r — ^ wodurch man erhält 

ro 

rb r* t B'* 
=:; g- /a — -. EndUch ziehe man 

diesen Quotienten von ib nach der zum Grund« 
gdeg*en Tabelle ab. 

Ex, für ik 40 • 55 erhält man nach Süfsmilclii 

Tabelle, und dem 4 Frocentfufs i,h =:: 9,6394 1 

' B B'* , -r 

~-g-= 29,49,/« ^^^^ • s= 2428»6<f, also i«b 

= 90394- :jg;^^^ = 9,0394, ~ 1,8188 ^ 

7?820(J, 

t 3} Man kann auch annehmen) dafs die \^ 
bmdungsrente beinahe gleich sey einer Leibrente 
für ein einziges'Leben^ defsen mittlere Dauer der g^ 
gebenen mittleren Verbindungsdauer gleich ist, Si» 
also zvv^ey Alter gegeben, so sucht m^n die miö* 
lere Verbindungsdauer derselben so wie^ das Alt*» 
defaen mittlere Eebensdauer dieser Verbindungsda«* 
gleich ist, und nimmt Wonach die Leibrente & 
dieses Alter ' als Verbindjmgsrente für die beid«« 
Personen aut ^ 
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Ex. Nach Süfsmilchs Sterbensordnung ist die 
mittlere Verbindungsdauer fiir das Alter von 40 und 
55 Jahrenn^II^Sgf dies ist aber die mittlere Lebens- 
dauer für eine einzige Fex^ou von 61 A2 Jahren^ und 
die Leibrente für dieses Aster ist = 7;9449> -wel- 
che daher als Verbindungsrente für zwey Personen 
von 40 und 55 Jahren angenommen werden kann* 
Wie diese Näherungswerthe nach Süfsmilchs Ster- 
bensordnung und zu 4 Procent ohngefahr ausfallen^ 
zeigt folgende Vergleichung : 



r 



. \ 



» • 



V. 



ap6 
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V. erbindü n g s-Renten 



Alter der 


Wahrer 


nach NSIie» 


nach Nähe« 


nach Nälie- 


verbünd. 


Wertb 


« 






Personen 


1 


rung I. 


rung 2» 


rnng 3. 


IS. 15 


14,630 


13,446 


14,024 


14,817 


15^35 


12,365 


1 1,697 


11,849 


12,745 


15. 


.55 


8,881 


8,712 


8,572 


8,905 


^0. 


.20 


13,678 


12,765 


13,205 


13,892 


20. 


.40 


11,398 


10,907 


11,005 


11,496 


5io. 


.60 


7,652 


7,640 


7,440 


7,648 


25. 


.25 


12,813 


12,074 


12,436 


13,010 


25. 


.45 


10,342 


10,033 


10,029 


IÖ,4I8 


25. 


>6S 


6,468 


6,557 


6,311 


6,468 


30. 


.30 


11,851 


11,322 


.11,578 


12,016 


30. 


.50 


9,218 


9,099 


8,997 


$,293 


30. 


.70 


5,467 


' 5,615, 


5,372 


5y*89 


35. 


.35 


10,858 


' 10,528 


10,686 


10,982 


35. 


.55 


8,166 


8,168 


8,024 


8,189 


35. 


.75 


4)610 


4,755 


4,549 


4,619 


40. 


.40 


9,948 


9,720 


9,828 


10,019 


40. 


.60 


7,056 


7,1,57 


6,947 


7,048 


40. 


.80 


3,849 - 


3,955 


3,792 


. 3,862 


45. 


.45 


8,836 


, 8,812 


8,817 


8,884 


45. 


.65 


5,898 


6^125 


5,857 


5,909 


45. 


. 85 


3,054 


3,110 


3,031 


3,081 


50' 


•50 


7.687 


7,'865 


7,763 


7,702 


SO' 


•70 


4,925 


4,222 


4,949 


4,946 


50. 


•90 


2,128 


2,131 


2,137 


2,128 


55 


•55 


6,690 


6,951 


6,800 


6,658 


55 


'75 


4,126 


4,403 


4,163 


4,155 


50. 


•90 


2,101 


2,105 


2,112 


2,102 


60' 


•60 


5,558 


5,962 


5,725 


5,535 


65' 


•75 


3,881 


4,238 ' 


, 3,983 


3,909 


60' 


-90 


2,055 


2,069 


2,041 


2,059 


70. 


'70 


3,610 


4,185 


3,833 


3,646 


70- 


• 80 


2,868 


' 3,314 


3,084 


2,836 


70« 


• 90 


1?872 


1,967 


I»979 


1,885 


SO- 


-80 


2,368 


2,833 


2,547 


2,417 


SO- 


-90 


1,665 


1,814 


1,831 


1,681 


90- 


'90 


Ii4l9 


1,419 


1,451 


1,432 
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Anm» Man Sieht hieraus, clai/i die Käherungswertfieiiic 
tip mittleru Jahre freilich einigermaafsexK hraucH>ar aind, in 
den früliem und spätem Jahren aher beträchtlich von dem 
wahren Werthe abweigheg» Für die Jahre unter xö werr 
den die Unterschiede der ersten und «weiten Methode noch 
bedeutenderi indem hier die Hypothese des gleichmärsigen Ah- 
sterbens sich am meisten von der Sterblichkeit der Tabellen 
entfernt* Die Werthe der «weiten Näherungsmethod^ sind 
nach Tetens Tabelle der zweiten Summen der discontirten 
Zahlen der Lebenden berechnet, welche Tabelle jedocH- mv 
Hnnderttheil^, un'd auch diese nicht einmal genau, enthält^ 
Bey mehrerer Schärfe der Rechnung würden diese Werthe 
vielleicht den wahren Werthen etwas naher kommen» 

Mehr über diese Näherung^methoden findet sich nochjwoir 
tev unten im Kapitel von hohem Yerbindungsre&teiit' 



$. 154. 

Aus der Verbmdungsrente filr zwey Personfen 

vom Alter a und b oder iL a b würde man die Ver- 
bindungsrente für zwey um ein Jahr ältere Perso- 

öen oder l, (a + i) Cb + I) folgendermaafsen fin- 

den. £jS ist, wie obeni angeführt worden, X ab Z^S 

I , A» B* , Ax Bä A» Bi , 

-AB* ^"n^ + r* "*• ' r»" +"^* 

I Ai Bi 

auch Mt i (a -I- I) (b + I) ='rr5; C ^ • 



Ai]^ 
A* Bi A* B4 ' 

+ — ^r~ H ;i— -f- . . )» folglich 

A* Bi . \ i A* B* . 

"äbT- *^?+i^ ^"^^^ =-aT C— TT^ + 



/ 
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A^ Bt .A^B^' und -4^ 

AS Bi — — ■ As'B* 

Ka + I) (b + I) = — abT 




= it a 1> 9 da- 

^ A B — 

her*(a + I) (b + 1) = " ^^ g^ r^ab-I 

(Vergl. §• 76). ; _ 

Setzt man 'a + I t: c und b + I — d, wo 

also Ai = C, B5 = D, A = C-^ und B = D'^ 
gesetzt werden mufs, so findet man hienach aus der 
Verbindungsrente fut zwey Personen rom Alter a 
und b die Verbindungsrente fiir zwey Personen, 

die um ^in Jahr jünger sind, nämlich ^(c — 1> (d— I) 
' CD .-^. CD^ _ 



§. 155. 

Auf die hamllche , Weise kann man aus der 
Verbinduvgsreute füf die Leben a und b die Ver- 
Bindungsrente für a + n und b +. n (oder 

J, (a 4- n) (b + n) Enden. Es ist nämlich 

nf.» "t > 

— ■ I A B 

A- BT 



' < 



/ , 
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X.».^--.^ — -j — »j*;^,). Wemtman nun dieer- 



r« 



sten n Glieder von ^ ab, nämlich ^on 



A^B^ 



• » w 



ABf 



n n 

A — B'T' . '^ . 

an bis ■■' , \;^ — W^ zusammen mit Q bezeichnet^ ?o 



AB rn 



ist X ab 



^ i A-- B-^ , A---B-^ 



A B xa t » 



ABrnt» 



^ 



"* '1" • "• 






AB m 



n+i ntr 

A-^ Bt^ 

•.( — ^ — :: ' 



+ 



b- 



+ . . ) = Q + - 



A— B— 



5¥ 



rn 



X Jl (a + n) 0> 4- n), folglich wird A (a + n) (b -f- n> 

A Bm — 

= —■ Gab-Q). 



B- 



- . J. IS<5. 

Sollte ,elne Verbindungsreiite für die Leben a 
und b. um n J^hre aufgeschoben yv^etden y so fielen 

in dem Atisdruck 



AS Bi , A* B4 , ^ 



AB ^ r ' r* 
jdie ersten n Glieder weg, und die um n Jahre auf- 

geschobene Verbindungsrente, die mit A ab 

X 



n+i nfi 

A— B— 



bezeichnet werben kann, wäre 



AB rnfi 
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j, A--B- . ^ t ,A-^B— 



m 



n+3 n-fa 

A B 



T - ' ' ' + • • ). Nun ist 

^ , A B— A— B-- 

— — — — ( — . -4- ■ i 

A-B-. 






f " * 



+ . • ) =: * (a +• n) (b + n), und 



A B rn r ? '^^ i-a 



n n 

A— B— 



+ • O Ä A te^^ • * (a + n) (b + »;, 



n n 
*nti A— B— 



foJgUch l a b' = ■ ^ g ^^ — l (a+n) Cb+u). 

Ex; Es sey a = 25> b = 30, die Verbiu- 
dungsrente soll um 10 Jahre aufgeschoben werden, 
also 11 == 10 seyn. Dann v^l nach der* Süfsmilch- 
achen Tabelle und dem Zinsfvfse von 4 Procent A 

= 46(J, B = 439, A^ 5:;: 409i Biß =:: 374, 



r 



0,675564 nnd A 35 . 40 = 10,3722, folglich 



lü .^ 409 «374 



^ aS«3o^ =2 ^ .. ^^ - • 0,675564 . I0>3722^ 

466,439 

«= 5Ä394. 

Amn* Pi^ Verbindungerente fÜi? awey Leben a f n und 



b t » ist ;:S ;i (a t n) (b f n), Wollton nun diö Personen 
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,Tom Alter a und b da» t!it-«ixi» um b hibm tLuSgeidhohmti 

■ . 

Verbindungsrente zu erlegeode Summe , sofort bezahlen, uhd 
wäre es gcwiHs, dafs sie beide nacb n Jahren noch lebten, so 






hätten sie zu entrichten — — 'X» (a t ») C** t ä% Da 



r 



aber die Wahrscheinlichkeit,' dafs sie nach n Jahren beide noch 
' n n 

leben, nz ^ ist, so wird der Werth dieie|r Vep* 



AB 



n n 
A— B— 



binäungsrente nur Zü^ k \y n ' ^ C* t ») <^ t »)i Wor- 

A. ö X" . 

diu sich gleichfalls der obige Satz ergiebt«' 



§. 157. 

Den Werth einer am Ende des nten Jahrs außip' 
renden Verbindungsrente für das Alter a u. b erhält 
man^ wenn man von der vollen Verbindungsrente für 
diese beiden Leben die um u Jahre au^fgeschobene 
Verbindungsrente abzieht^ indem die mit dem nten 
Jahr)3 aufhörende und die zu derselben Zeit anhe- 
bende Verj3indungsrente den vollen Werth der Ver- 
bindungsrente ausmachen müfsen^ oder es ist die nach 
n Jahren aufhörende Verbindungsrente für die Le- 



n. 



ben a und b^ die auch mit 'k a h' bezeichnet 

werden Rafnn^ = il a b — * a b' • 

Ex* Für das Aher von 25 und 30 Jahren er- 
hielte man also den Werth der ^ mit dem Ende de« 
loten Jahrs aufhörenden Verbindungsrente, wenn 
man von der vollen Verbindungsrente für die Le- 



. »k 
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ben 25« 30 Aen Weith der um lO Jaltt'eaufgesclio-' 
benen Verbindungsrente för dieselben Leben' abzö- 
ge, oder, es, wäre der gesuchte Wefth in: I0>3722 
-- 5,2394 = 5»I328. 



§' 158. 
Falls die Verbindungsrente um n Jahre aufge- 



ichobep werden und aufserdem mit dem n -f* mten 
Jahre aufhören ^oUt<v so wäre der Werth derselben 
gleich der Differenz der um n Jahre und der um 
n -f- m Jahre aufgeschobenen Verbindungsrente ^ 
welches von selbst erhellet« 



§. 159. 

Eine Verbindungsrente^ die im ersten 'Jahre 
mit I anfängt^ und mit jedem Jahre imi l nach der 
Ordnung der natürlichen Zahlen steigt f welche 

Kente mit Lab bezeichnet werden soll« findet man 
auf folgende Weise. 

Es ist L ab = ' .p^" ( + 



AB. t * r? 

, 3 AJt B^ — '. 

+ • j [- • •-), folglich (r — I) L ab 



Ai Bi ,a. AI B* , 3.A1 B^ | 

AB ] A^B^ ^ a.A^Bsi \ 

r . r* ( 



.i 
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uud da A* B* = A B — A (A B), A^B* =: A*B« 

— A(A* B*)etc. etc., so wird (r — I) L ab :t:: 
[AB — A,(AB) , a.AiBx— a.A(AiBi)| 

\ - ' ■■ •♦• ■ III« II I !■ I 



X 

AB 



x-o 



r' 

A* BS 



^ 



I 



+ 



3.AABi -^ 3.A(A*B*) 



1 



r» 

i.At BJt 



- .«4- m 



• •/ 



; 

1 



AB 



oder (r — I) L ab = "Tb" "^ 
A» B* I 

H II — + • •) - -äT ^ 



(- 



A^B* 



AB r 

A(A B) 



r« 



a . A (Ai Bi) 



'- + 



3 , A (A* Ba) 



• •' 



) 



j + Ä ab — y 

+ Aab* — y» 



,._A(A2_B2) 
r« A BT 
ACASBä) 



-, und L a b = p (l 



). 



r» AB 
Bey der Anwendung kömmt es darauf an, den 

^ .. AAS B* 

Theil/* -^ 



r« 



zu finden. Nun ist 



A (AS B2> 



A (A B) 



j. 3 A'(A^ Bi ) , 



•f 



aA CA* BS) 



Wenn man anstatt A B setzt (A* + A A) (B* 
4- AB>, ferner answtt A* B*, (A* + AA*) (Bi 
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4- A B^) etc., wie vorher im §. 143, so erhält man 
/* ACA^B^) _^ AB . A^ + AA . B^+aA.aB 
' r<* r^ 

r 

3 . AB*j-Ai 4- 3 . A A* . Ei+}. AAi.AB« 
T""^ ■ ^j 



•/ . r<* ■•/ r* 

T^ ^ > aus welchen drey Theilen 

ACA^BÄ) 
man./* — *- zusammensetzen müfste. 

Da indefsen AA.ßi + AA .,AB=:aA.B, 
ferner A A* . B^^ + A A^ . A B- = A A^ .. B^ 

etc.9 so ..können die beiden letzten Theile wieder 

wie im §. 143 vorher in einen einzigen zusammen- 

" A A- • B- 
gebracht werden. Welcher dainn ^^^^ A 



ist. Hienach hat man also J^ 



ro 
A(AC .BS), 



r 



o 



, A B'a . A'ä , „ A A2 . B2 ' ,, 
S\ ^o -+/' ro • ^"^ 

würde also zufolge dieser Fprmel die Producte A-.AB> 

A^ . A B^ Ai . A Ba 

■■ • ;; — ' etc.', feruer 

r ' r* 

^ ■ . B? , ^ Ai Bl . AAä ,. 

B.AA, ' ^3 etcbis 

r r* 

zur Altersergähztinig des altem Lebens suchen, dem- 
nächst diese Producte von unten an summiren und 
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di« Summen von unten noch einmal summirenmui» 
•en, um /* ^ zu erhalten. ' 

Zwar kSnnte man amtatt der Decremente tne^ 
der die DifFerenzett derselben setzen^ aber die Heioh- 
nung würde dann noch , einmal so ^viel Multiplika- 
tionen erfordern > wie man ^ unten näher ersehen 
wird, .' ^ 

$. 160. 

4 , 

^ Man kann ferner Lab auf eine ahnliche Wei« 

€e suchen wie oben §. 144 lab gefunden worden 

itt. Es ist nSmlichi ^e schon angeführt, Lab = 
. 1 . A* ßi , i-A*B* ' j Aä B* 

•xr A — if — ' + — ii — + — ??— 



+ -o = -A-c- 



(A — 4A) 3* 



AB '*• r 

a (A — ^ A — ^ AS) B* 

' r* 

' 5(A — ^A — :iXf — ^ AI) B* - 

— ^ + . • ) # 

*^ ' - , 
™güch wird L a b = ' ' ^ C 4" 



1?* 



j, 3 Bi , " -^A , B* , aB4 




AB ^ t* 



r 
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a BA a Bx Bi aB* 

j4 T J.S T" • . T" jpt t" j* 

3BX ^AA , 3BA , 
T* + "^ ÄB~ ^ r* ■ + 



— 4.9 oder es wird Lab =Lb — nrsr L^ A /• — r 

AB "^ r« 

B*ii . B'i B'l 

B*A n B , 



B 



*nti 



,1 r _: ) + ..]. 



Anin. I» Di« vorher angefüllt Gleiehnng Lab ~^ ' 
AA B* »B* ' AA* a Bi 

-* • « kann auch iioch auf eine andre Weise ausgedruckt wer- 

,1 aB« 3BA 

den* Es ist nämlich — - ( f -^ + • • ) =^ 



B ' r* 



»a 



Lb^-- j d* b« gleich einer um 1 Jahr aufg^schpl>eneii atelgen^O 

1 3 B^^ 4B4 ^"i 

Leibrente fürB, -^ ( p- T ^-^ f » . ) sr L b "-"? 

d, h« gleich der um «wey Jahre lanfgeschobc;jxen wachsende» 

/ 
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Leibrente fnt . B etc.) folg^Uch wird aucli L' ab '! 

t 






• • 



). 



Dabey ist jectoch au bemerken f tiais überbaupt L b ^ — • 
tiiit n Renteneinbeiten im ersten Hebungsjabre anfängt» 

' Anm« 2* 'Die hier angegebenen Berechnungen sind txü^ 
lieh ziemlich weitläufig; indefseA ist doch keine bequemer« 
Methode anzugeben« Die Berechnung nach dem Vorhergehen« 
den (« wäre wenigstens upcb umstandlicheTy indem man dazu 

die Producta — ^ 4 »■ =— - ctc* erst beson« 

ders berechnen müfste, wovon mau sonst keinen Gebrauch 
würde machen können, sobald eine andre Anfangszahl iüti A 
oder B gegeben wäre, wogegeii mannaeh dem gegenwärtigen $» 



/ 



B- 



tmdy* 



B— 



- entweder aus den bereits ver* 
rn *' rn ^ 

fertigten Tabellen nehmen, oder, wenn man sie erst berechnen 
müfste, doch sonst wieder gebrauchen kaun«. 



§. 161. 

Bey^. d^r Voraufsetzung des gleichMafstgen^Ah-' 
Sterbens finde;t man die nach der Ordnung der na- 
türlichen Zahlen steigende' VerBindnngsrente Tveit 
Jeichter. Es ist nämlich nach dieser Hypothese ^ 
wenn a und ß die Altersergänzungen der beiden 

Leben sind^ L ab " ^ ^^ "^ ^r 

a (a — a) 0? — 2) 



J- f C« - 1) (ß 
aß r 



+ . . % wovon das allge- 
U 2 



1 
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meine (jlied = ■ 



«|8x -i- a X» — /?x* -j- X» X I 



« /? rx . r^ o 

1 X* I x' 

4* "~r"i — *f" — r — ^*» Folglich ist die-Sum- 

p rx ap Tt, ^ 

tae bis zu ,dem Gliede« wo x .i:::^ ß vvird,":= 

r/7 <* ,P «"P «P r/> 

jeden Theil nach ^, 40 finden ^katin. 

Auch ist ferner -— (• = + 

aß r * 

a (a-0(/?- ^) 3 (« - 3) C ^ — 3) 

r« ' ' r» 



* / ^ T ' r« ' 

3-^ — 3 , \ I » / /? — I 

-ff . • > •. — ~ V. '■' ■ " 



r* . • -' a '\ß 



+ T~"?^ — ^ + V^ + • • )• 

Hiervon ist der erste Theil gleich einer nach der 
Ordnung der natürlichen Zahlen steigenden Leibren- 
te für das Alter b, der zweite Theil aber ist gleicE 
einer nach den Quadraten , der natürlichen fahlen 
in ihrer Ordnung steigenden Rente für das nämliche 
Alter^ dividirt durch of« Wenn man eine nach den 
i^uadraten dei: natürlichen. Zahlen steigende Rente 

für B mit L^b bezei^hn^t^ so ist also Lab_J=: Lb 
~ L«b. ' . 
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§. 162. , 

Sollte 'die Verbindungsrente nach der Hypothe- 
se in augenblicklichen Terminen zahlbar seyn und zu- 
gleich in diesen augenblicklichen Terminen nach 
Verhältnifs der abgelaufenen Zeit steigen, so wäre^ 
wenn u und ß die vorige Bedeutung haben und x 
die abgelaufene Zeit bezeichnet, der haare Werth 

.. p • ■ (« — X) (/? — X) d X 

dieser Rente , — . / -« ~ — * » 

^xdx 1 ^x*dx I x*dx 
—f 1./ _ r^ . 

rx . (f . rx ß ^ n 

' X x' d x ' . . 

4- — ;:•/ 'y .woyon man jeden Xlieil nach 

* aß T^ ^ ^ 

§^42 findet. 

o' • , xdx I x*dx 

Sonst ist auch/ — j ^— . — ""^j- 



IX a rx 

I X» dx I . X* d X 

-/* — — -r +:-r/ 



ß ^ rx ' * aß -* , rx ; 

dx. TfX 2n xdx ir x* 

^^ rx ri; a »^ rx * _ « rx 

27r^'xdx ^ttx* ^ 37t ^X*dx 

, ß rx ~ ^rx ' «/? rx 

— :: ^^ Da nach der Integration x ., — ß 

aßm - • ^ , 

TT X TT x* 

gesetzt werden ihufs, so wird ^ — — 4-^ — z ' 

• , rx * jSrx 

_ TT X* ' IT X* 

-^ — O^ so wie auch 4- — — - -^ — ^:i: Oj folglich 

« rx aßrx 

.... — r dx' ijT^ydx 

Wird L ab :~ n / ~ /- 



rx • « rx 



i-^ 
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3 1V ^ xdx / 5ff x*dx 

"*/ — r; — + — ^f" "• Wenn nun 



auf beideh Seiten addirt 2.nf --/-^ - 

jj xdx '- 

•— — r-/ — -- — -> so erhält man Lab = 
. p ' rx 

^ aß '^ rx -^ rx » <» ^ P 

w xdx V, -T- dx 

» /. xdx . >. dx i 



a 



t xdx- XX* dx" — 

P r* ' u ß '' rx 

-** , dx I xdx 

(|. 1530 und / ~-— L_ /_li- 

■= 1 U r /• ^ ^ ' ^x d X . , 

— A b. [/ — ^— / r ist, dax 

rx « "^ rx 

liier ~ /? gefsetzt werden mufs, die mit dem AUaiil 
des Jahrs ß aufhörende Leibrente für das Alter a]. 

Wäre a zzr ß^ so würde n J 



rx 

n - ' X dx 

/ ;z ,— ni'9. = TipArb, und d^u hatte 



man L b b = 3 tf* bb -- 2 nlh. 

n "u j i* xdx I x*dx 

Da uberdem / ■■■ -:- * , /• 

*^ rx /? -^ n 



f 
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rr Lh (§• 870 und —/ 



I X» d X t X« d X 

X ^ X' d X 

wie- 



/ ^)=-^^ — ^L«b, woL»b 



P • rx ' « . 

der di« nach den Quadraten der natürlichen Zah- 
len in ihrer Ordnung steigende Leibrente für 

b bezeichnet • so ist auch hier Lab ZZ L b — 

I V • '. .. 

— - L'b, wie im nächstvorhergehenden ^. 






f. 163. • 

Wenn eine nach der Ordnung der natürlichen 

Zahlen steigende Yerbindungsrente für die Personen 

^ A und B um' n Jahre aufgeschoben und dann im 

n ^f- Iten Jahre mit l anfangen sollte^ so wäre der 

I A — B"^ 

Werth derselben iz - . » (- 



AB '^' rnfi 

. a A B— - . 3 A-^ B 



+ - in^ +.•) = 



]rn t * ■ ru 1 3 

, A B-^ , 3 A B — 

( T 



1^ 



ABru r : » r* 

n n 

A— B~ 



+ • = — ABm ' ^ Ca + n> C^ -*" »)• 
^ Wenn aber die aufgeschoben? steigende Vet- 



.# 



4 



n 



V 
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biudungsrente im n -f< Iten Jahre so bezahlt wer- 
den sollte^ als wenn sie sofort * im ersten Jahre mit 
1 angefangen hätte^ so wäre ihr , Werth rn 

X ' ^ n t. « A B ^ , nfi A — ß— 



AB 



( 



mfi 



- + 



rnf* 



nfa 



n 



MW 



B 



ABrii 



A-— B— 

^ ^^^i^W ■ I I ■ 



nf» 

% A B 






ABr» 



c 



+ ••) 



Tl\i nfi 

A B- 



n n 
A— B- 

Aß n» 



[n,i(a + n) (b + n) + LCa + nj (b +n)3. 



§. 154. 

Soll im Gegeiitheil die steigende Verbindungs- 
rente mit dem Ablaufe des nten Jahrs aufhören^ so 
mufs man von dem gegenwärtigen vollen Werthe 
der steigenden Verbindungsrente den Werth der 
aufgeschobenen steigenden Verbindungsrente , und 

* zwar einer solchen, die im n -^ Iten Jahre. mit n-f*l 
anfängt, abziehen, oder es ist der gesuchte Werth =!r 



Lab r— 



n « 
A--^B— 

A Bin 



[n . l (a -f- n) (b -f- n) •{• 



L(a + n) (b4^n)J. 
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D r i ttes Kapitel» 

Von 

« « 

üeherlehens - Renten unter zweyen Personen. 



Eine Leibrente^ welche an eine gewifse Person, 
nachdem eine andre bestimmte Person verstorbei^ ist, 
' bezahlt wird, heifst eine Ueberlebensrente» Ist die 
Rente der Ehefrau auf den Fall dafs der Mann' 
ttirbt, odör einem Kin'de auf den Fall dafs derVa-. 
ter, oder beide Eltern sterben, zugesichert, so wird 
die Ueberlebensrente 6ine Wittwan* oder Waisenpen' 
sio/i genannt« Die Person, welche die Rente geniefst, 
hei&t der Pensionisty diejenige^ aber, von deren .^o- 
de an die Pension bezahlt vrerden soll, der Vcrsorger. 

\ • • • 

Wenn eine Anzahl von Versorgern vom Alter 
b und eben so viel eventuellen Pensionisten vom AI« 
ter a in eine Gesellschaft zusammentritt, und die an-^ 
fangliche Zahl der solchergestalt verbundenen Paare 
nr AB gesetzt wird, so ergiebt der §. 118, ^ie 
viele Paare in jedem Jahre existireu, woyonA noch 
lebt, B aber verstorben ist, d* h, wie viel Pensioui« 
aten vom anfänglichen Alter ä in jedem Jahre nach 
4em Tode ihres Versorgers ,Voui anfänglichen Alter 
b existiren. 4^ie Zahl derselben ist nämlich am En< 
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• 



de des ersten Jahrs nz A* (B — B*), am Ende 
des 2ten Jahrs ZU A* pi — B»), sowie überhaupt 

am £nde des nten Jahrs zzz A — (B -• B~"). 
Wenn nun jeder Pensionist am Ende jedes Jährs^ so 
lange er lebt, l Rthlr erhalten soll, so ist der ge- 
genwärtige Werth aller dieser Zahlungen* iz: 
A2 (B — B^) > Aä ( B — Bä) , 



r 



AX (B - B i) , . A- (B - B ') ^ 

Yfo z die Altertergänzung von A Ist, UQd der Werth 

der Ueberlebensrente für einen einzelnen Piensionir 

. I A* (B — B* 

sten ist _ -— - C—. y — + ^ 

Aä (B - Bi) , . A- (B - B-) ^ 



r* • rx 

I >^(B -BX) , AieB-B») 
Femer ist -j^ ( 1 

Ai(B_--RO_ 1 A^_B 

+ ^L!L- + _iiJL_ + . . , - 

I A* Bi , AI Bi , AI Bi 
(— .-_ ^ — 4- 



AB "* r * r« ■ r* 

•f- . 4 ) rzi Xa— Xab, d. h. man findet den 
Werth der Ueberlebensrente, wenn man von der 
Leibrente fiir die zu versorgende Person die Verbin- 
dungsrente fair dieselbe Person und den Versorger 
abzieht« v # 
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Ex. ' Wenn a rz: 2S> b ZI" 35, so ist üach 
Sfirsmilchs Sterblichkeitstafel und dem 4 Procentfus- 

se Xa mi I5>9870 und Xab,I= II,727Ä folglich 
wird die Ueberlebensrente für A zu I5>9870 — 
11,7272=: 4,2598. 

Anvi« Was im (• angefoiirt \irorden, ergiebt sich auch un- 
mittelbar aus der Natur der Sache^ indem man sieb vorsteUen 
kann, dafs die Person A sofort eine Leibrente z bezöge, da- 
iür aber, so lange dje Person B mit ihr zusammexl lebt, eine 
eben so grofse Rente bezahlen miiiste, wo ihr danu nur der 
Werth der nach dem Tode von B fälligen Leibrente übrig 
bliebe» 



• % 



§. 167. 

Wenn die Leibrente jedesmal am Ende des' 
Jahrs^ aber nicht blofs an die dann noch lebenden 
Interefsenten. sondern auch für die im Laufe.defsel-' 
ben Jahrs versorbenen^ nach Verhältnifs der Zeit, 
^ie sie erlebt haben, bezahlt werden soll, ^so ist der 

vollständige Werth derselben HH Cl ) *« 

I 

— ^ ($• Ö8)« Set^tmannun den vollständigen 

2 r 

Werth der Yerbindungsrente, die am Ende des 
Jahrs bezahlt wird, so *wie ^r im §. 147» angenom- 

men ist, = (I ) ;tab + -r-^, sÖ wird 

apr ^ ' ar 

*der Werth der corrigirten Ueberlebensrente =: 






, / 
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(I -^ "^ ) (A a — X a b);[ welches 
bey dem Zinsfufse von 4 Procent beinahe um 2 

Procent Von dem Werth von Ä a ~ A abi beide 
ohne Porrection genommen, verschieden ist. 

Will man aber die genaue Correction« voniab 
nehmen, so wie sie im $. 148 angegeben ist, so mufs 
man von dem oben angeführten Wertho. der Ver- 

bmdungsrente noch - — /- -— --, — ; abziehen, 

6 r -" r© A B " 

/Und die Ueberlebensrente ist dann = (i -i- ^ — \ v 

apr^ 

(ia — * ab) + ---/ 



^ 6r*^ r« ABT^' 

Annu üebrigent ist ,es leichi zu erklären, warum die 
Ueberlebensrente, die Zwischenzinsen ungerechnet, mit der Cor- 
rectioit kleiner wird als ohne dieselbe» Nach der Formel des 
vorhergehenden J, ist nämlicl^ so ger^hnet, als ob alle'dieA, 
deren B vor iÜnen sterben, schon in dem nämlichen Jahre, wo 
der Todesfall erfolgt,^ einen vollen Rententhaler erhielten, hier 
dagegen ist für das Sterbejahr von B die Rente nur nach Ver- 
hält^iifs der Zeit berechnet. Wenn nun gleich nach der letzten 
Berechnung wieder die von ihÄn B getrennten A, welche im 
Laufe jedes Jahrs sterben, noch einten« ihrer Lebenszeit ver- 
hältnifsmäfsigen Theil der Rente erhalten, so ist dieses hinzu-^ 
»ulegenck 3tück doch nicht so grpfs als das erster^ abzuziehende, 

jf. 168. 

Im. vorhergehenden §. ist jedoch angenommen, 
daft die Ueberlebensrente am Ende des Jahrs auf 

einmal bezahlt yverde. Soll sie aber im J-iaufe de« 



j 
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• 

. JsJats tertninweise bezahlt werden^ und zwar für 
die jedesmal Abgeheridea nach Verhältnifs der Zeit, 
die sie noch erlebt .haben> • so wird der Werth der*- 
gelben etwas gröfser ausfallen miifsen» 

Wenn die eine HäUte der Rente in derlVfittfe, 

' die andre^aber am Schlufse des Jahrs zahlbar wäre, 

so wütde d^er vollständige Werth derselben s:^ 

r'+jTrf- jr» + x ; 3 r* + i 



X.' " ' ■^' ' i t - . '. ♦ U, ■■' 



Äa '^ 



8 t • . ^^ 

r^ + 3 r + 5 r* + t ^ -^ 3 r* +i 

^ ab — 



, • 8 r ^ 8 r . 

^ r»^ tt^ r ^ ^ AK^.AB^ . ■- 



r «J* 5 r ■J" 3 r^ i ^ 
und 149^ = ■ ^ — /^ . (Aa -A db> 



-^ : / ^ A -D "^a Wo das letzte 

12 r -^ r<* AB . , 

Stück der Regel nach wegbleiben kann. Für r 
= I?04 wird solchergestalt der Werth = 0^990385 
(iSL — /.ab), Bey vierteljährlicher Zahlung würde 
er' = 0,995241 Ga--^Tb> . 

Sollte aber die Ueberlebensrente in augenhlick* 
liehen Terminen bezahlt werden^ so wäre der voll-, 

ständige Werth derselben ss ( A^+pr — n) 

— -^ ^-f ^'^^ -^ v^ -^ "> + iT^^^'^'"^^ 
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/ yo AB ' ^^' ^' ^' ^® ^^ ^^'^ = 

/ ^ ^g . Wenn r = 1,04, folgUch «= 

2SA967 ist, so wird hienach der rollständige Weräi 
der- gesuchten Rente =r 1^00128 C^a — ^ ab) + 

0,163433 7 yo Ä B — "" ' ^ "**" "^ 

Praxis w<Al unbedenkUcli X a — l ab setzen kann. 



§. 159. 

Da ganz allgemein die Ueberl^bensrente gleich 
ist der Leibrente für die zu versorgende Person, we 
niger der Verbindungsrente für dieselbe Person und 
den Versorger, so gilt dies auch fut die Rente nach 
der Hypothese des gleichmäfsigen Absterhens* Smd 
nach dieser Hypothese die Leibrenten und Verbin- 
dungsrenten nur auf ganze Jahre berechnet, so, mufs 
man die im vorigen §. angegebene Correction' so- 
wohl wegen der Renten selbst als wegen der Zin- 
sen sämtlicher Pensionen hinzufügen. Hat man die 
Leibrenten und Verbindutigsrenten, beid6 in äugen- 
blicklicheil Terminen zahlbar, berechnet, so ist der 
Werth der Ueberlebensrente genau der Differenz der 
beiden Renten gleich« 

Ex« Die, im augenblicklichen Terminen zahlbare 
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Leibrente für eine vierzigjähr^e Person is^ wenn^ 
nach SüTsmilch ihre Altersergänzung m; 45,28 ^V^z 
genommen wird, nach der Hypothese = 13,5702» 
Die auf gleix;he Weise berechnete Verbindungsren* 
te für zwey Personen von 40 und 55 Jahren ist 
= 8>4S78» Fo^lich wird hier die Ueberlebensren- 
te für die jüngere Person = I3>5702 — 8>4678 
= 5> 1 124» Auf g'anze Jahre Ist die Leibrente, eben- 
falls nach der Hypothese, = I3>0760 und die T^er- 
^ bindungsrente für die gedachten Personen = 7,9654, 
folglich wird die Ueberlebensrente hienach =: 
13,0760— 7,9654= 5,II0(J. 

Anni. Unmittelbar erliielte munnacli der Hypothese 616 
Ueberlebensrente, in augenblicklichen Terminen zahlbar^ für 

die altere Fersen B ZZ / ■ " ' .. ZZ 

•^ « • /? rx 

t xdx 1 x*dx 

•""^ y " "~ — r /""~"^ ^* Nun ist nach der Hy- 

a ^ V^ ' aß ^ tx ^ 

dx 

pothese die Leibrente für B ZU f ■ •— 

^ "^ rx 

I xdx 

-— - f ^. ^ die Verbindungsrente für A tind B aber ~ 

/f -^ rx ' 

^ dx I ^ xdx 1 ^ X d X 

/ r^f / f 

rx «rx ß '^ rx 

X x*dx dx I xdx 

/— rr-^ folglich/-- — / 



«/? *^ rx . «^ rx ß , rx 

^ dx , 1 xdx ' 1 . x'dx 

/ -TT + —/-TT— + -r/ 



^ rx • « -^ rx ß r« 

I X« d X 1 .xdx 1 X* d X 

uß "^ rx- "^♦' r'x uß^ rx 
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i, h. auch hier hat man dio Ueb«rlebetAt«nte für B ZZ 

I 

. A b — A Tb. 

yVollte man al^r auf ähnliche Weiso die Ueberl^bensren- 
te für A, als die jüngere Person, suchen, so müfste man zwey 
Berechnungen anstellen, indem das Leben der A nach dem Ab» 
cang aller B noch fOrtdaujert, und x» für A genommen, bis fu 
a wAchsen liann; 



i 170. 



» . . 



Soll die Ueberlebensrente aufgeschoben vrCitAeni 
d. h, mit einem gewifsen Alter des. Pensionisten^ 
wenn nämlich dann der Versorget gestorben seyn 
sollte^ anfangen^ so findet man den Werth derselben 
folgendermaafsen. Da die ersten n Jahre in der 
Torhin angegebenen Zahlung wegfallen^ so ist die 

gesucht^ Ueberlebensrente :£= 

nfi nfr nfa nfa 

1 A (B -f B ) , A (B— B ) 

C ' TTJ-Z + 



AB 



ruf* 

nfi 



nfa 



t.-)= 



Am 



r* 



ruf* 



+..>.- 



nfi n+t 

A B — 



ABm 



+ ..) 



4- 



A- B-^ 



n 

A— 



Am 



■ ■ I M ii> A «^ S 



A(atn)(btn),d. h, die umn Jahre aufgeschobene Ue- 
berlebensrente ist gleich einer um n Jahrb aufge- 
schol)ienen Leibrente für A^ weniger einer um diesel* 
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be Zelt aufgeschobenen Yerbindungsrente ful* A Und 

Ex. . Der Pensionist sey S Jahre alt, der Vet- 
sorger 40; äie Uebcrlebensrente soll erst mit Ab- 
lauf ^iles I5ten Jahrs des Pensionisten anfangen« 

Hier ist a -f- n rr l^, b + n es 501 nach der 
Süfsmüch^chen Sterbensordnung und dem 4 Procent« 
fufse ist die um 10 Jahre aufgeschobene Leibrente 

für das Alter S = -r^. 05(575564 • I7>6104> und 
dne um 10 Jahre aufgeschobene Verbindungsrente 

für die Jahre S und 40 = —7 — * „ / - Of67SS64 

079 ♦ 374 

X 9>82?9« Man erhä}t also den gesuchten Werth sss 

611 i 0,675664 ^ ^ 5oo ^^< 

^ (I7,(JI04 ^-r • 9.8279) =3 



679 , 574 

0,596223 (17^6104 — 7,8833) = 5,7995* . 

Anm» Der angeführte Satz ergiebt sich auch auf folgötl^ 
de Art. Wenn das Alter des retisioiiisten ZT a» und .das de# 
Versorgers :^ h ist, so wird nach Ahlauf deS nteii Jahts dei^ 
Pensionist a f n und der Versorger b f n Jahre alt» Würde 
nun der Elnschiifs für die Ueberlebensrente erst nftch Ablauf 
der n Jahre bezahlt, und lebten beide Personen dann iioeh, io 



wkre der derzeitige Werth der Rente HI Aafft*— A(afn) C^fn)» 
Wenn es ferner gewifs wäre, dafs beide Personen noch 11 Jahtd 
lebten, so wäre der gegenwärtige Werth dieser Ueb«rleben»ro4* 



;iatn — i(atn) (bf n) 

te __^ ^ — — -4 Kun Isit aber die > 

rn 

/Wahrscheinlichkeit) dafs A am £nde des nten Jahrs noch lebe H 



n 

'A— 



-T^. I und dafs, A und B zusammen dann noch leben) 

Ar 

X 



4 

r 
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n tt 
— r— 1 folglich wird der gesucht» Werth ZI 

IL P 

' n n H 

A- A- B— 



__. ^, ^ „ -— aT^T-* f* t n) (b t n). 



$. i7r. . 

r 

Sollte dagegen die Ueberlebensrente mit einem 
bestimmten Jahre des Pensionisten anfanglich vom 
Alter a aufhören^ z, B. bey dem Jahre, a -{^ n, so 
suchte man auf dieselbe Art^ wie im vorigen §• ge- 
zeigt worden^ die um n Jahre aufgeschobene Ue- 
berlebensrente, und zöge dieselbe von dem gegen- 
wärtigen Welthe der , vollen Ueberlebensrente ab, 
d. h. die mit dem nten Jahre aufhörende Ueberle- 
bensrente für die mit B verbundene Terson Alst^ 

n 

A— 



ia — il a b — — ila -f- n •{• 



Am 



n n 

A— B— 



Agrn — * ^* + "^ '^ + "^* ■ 
Ex, Wenn, wie im-vprigen §•, der Verseifet 
40 lind der Pensionist 5 Jahre alt wäre ui^d die 
Rente mit defsen I5ten Jahre aufhören sollte (wo 
abo, wenii der Versorger dann noch leben soütei 
gar keine Rente bezahlt würdet, so wärernach Suü- 
milchs Sterbensördnung und dem Zinsfufse von 4 
Prooent die Volle Ueberlebensrente für das Alter von 
5 Jahren =5 18^0017 -^ n>4711 = 6,5305. ^ 
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bis zum iSten Jahref aufgeschobene Ueberlebensren* 
te für die nämliche Altersverbindung ist nach dem 
vorhergehenden §• = '5*7995 1 folglich wird der 
Werth der mit dem I5ten Jahre aufhörenden Ue- 
berlebensrente i= 6>530(5 — 5*7995 = 0*7311* 

Wenn die Ueberlebensrepte sowohl mit einem 
bestimi;nten Alter a *}- n des Pensionisten anfangen, 
als mit einem andern festgesetzten Alter a 4~ n -{* m 
wieder aufhören sollte* so suchte man zuerst den 
Werth sowohl der um jri Jahre als der um n 4- m 
Jahre aufgeschobenen Ueberlebensrente für die mit ^ 
B verbundene Person A* und zöge den letztem 
Werth von dem erstem ab, wo dann der Unter* » 

schied das Gesuchte giebt, dt h« die hier bestimmto 

n 

A- 



Ueberlebensrente ist s= -*^ — . 1 a *4- n — 

Arn . ' 

n n 

X (a 4^ n) (b 4* ^) -* 



Aßrn 

nfm 



Arnfm 



Xa. -|- n + Kl -|* 



nfm tijtA 



••— •- 



AB rnfia 



X (a -|- ii + "w) Cb 4- 11 -f- Ta)i 



§^ 173."^ - 

So wie nach den vorhergehenden §• §. die 

X 2 
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Zeit des Aufschubs für sich bestimmt war^ kann 
sie auch von dem Leben des Versorgers abhängig 
gemacht weiden, wenn nämlich die Pension erst 
eine bestimmte Zeit nach dem Tode des Versorgen 
zu laufen anfangen solU Ist nun wieder das Al- 
ter des Pensionisten r=: a^des Versorgers aber =b} 
vnd soll die.Ueberlebensrente n Jahre nach dem To- 
de des letztem anfangen zu laufep, so ist die ente 
Zahlung im n «|* Iten Jahre, wo. die Anzahl der 

lebenden A = A ^ und die Anzahl der im er- 
sten Jahre verstorbenen B = B — B- ist, folglich 
ist dieZahl der überlebenden zurPension berechtigtenA 

=: A""^ (B . — B^), und der' gegenwärtige .Wertk 

der Zahlung an dieselben == ^ — 77 , 

Eben so ist im n -4- 2ten' Jahre die AnzaÜl der 

überlebenden zu pensionirenden A = A (B — B^), 

und der gegenwärtige Werth der Zahlung = 

tafa 

A? (B — B4) 

etc. Wenn man diese baaren 



rnfa 

Zahlungen fijir alle Jahre zusammenlegt, und & 
Summe mit der anfänglichen Anzahl der Paare di- 
vidirt, so erhält man den baaren Werth der so be- 
stimmten Ueberlebensreote = 





nfl 

I A (B — B^) 
AB ^ mti 


, A (B-Bi) 


1 

1 


rnfa 



J 
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T^ zn^E r • • ^ — A ü V 



rnfS ^'^^ AB. mfi 

n+a n+3 . nfi 

A t A— B* 



+ -. mtS + • -^ *" XB ^ 



rn+a ' . mtS ' ' AB ^ rnf» 

A B* A Bi 

+ ■ . + TZ + -) = 

n n 

A— — — - A— 



i a + n — ■ . X ( a 4^ b ) b 



A.rn Arn 

n 






-; — i — (X SL+n — - A (a+n) b\ das heifst, Ton der 

Arn V I -/. y7 -7 

f Leibrente für das Alter a -f- n v^ird di? Verbindung«- 
rente für die Leben b und a ^ n ^bge^Qgen, und 



n 

A— 



der Rest mit — , - — - multiplicirt, 

Ar« * 



§•174. 

Aufserdem können die üeberle\)ensrenten^ noch 
auf niancbe "Weise bedingt werden. Von diesen Be- 
dingungen ist die gewöhnlichste, dafs die Ueberle-' 
j bensrente nur bezahlt werden solle, falls der Ver- 
j. sorger und der Pensionist noch eine bestimmte Zeit, 
I zusammenleben, sonst aber überall nichts Wenn die- 
se Zeit = n und die Pension sonst nicht weiter 
aufgeschoben ist, so sind nach Ablauf der Zeit n 
der Pensionist und der Versoirger, welche ursprüng- 
lich a ""und b Jahre alt gewesen seyn in9|gen, er^torer 



' I 
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Tom Alter a 4~ ^7 letzterer b 4" n^ und die Ueber- 
lebensrente wäre nacb Ablauf dieser n Jah|-e 3= 



% a 4* ^ — A (« + »^) (b + n), wovon der g^en- 

bärtige Werth ^ JIE^\MKH^ 

ist. JDä aber die Wahrscheinlicbkeit für ein be- 
ctimmtes jj'aar^ dafs es am Scblufse des nten Jahn 

n n 

A— B— 
noch zusammen lebe, = — — ^ — ^ t^ wt> »o wird 

« 

die gesuchte Ueberlebensrente =: 
n n 

A— B- 



Ex, Ein Ehemann von 40 Jahren will seiner 
Frau von 30 Jahren eiiie Wittwenpension versichern, 
jedoch unter der Bedingung, wenn er noch S Jah- 
rp mit ihr leben sollte; wie viel beträgt der Ein- 
jchufs für I Rthlr, Pension nach Süfsmilchs ^Morta- 



lität$tafel und r ZZZ 1,04 gesetzt ? Hiet ist a 4" ^ 



= 35> b + n = 4S> A =z 439, A— rü 409> 
B = 374> B— = 339> und =: 0,821927. 

Also ist die Ueberlebfensrente-:^ — "^ 



439. J74 
0,821927 (14,1175 — 9,7091) = 0,094097.4,4084 

= 3,0598.- . ^ ' ' 

$• 175. 

Di^ Bezahlung des E inschuf ses für eine üeber- 



r • 
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lebensrente geschieht entweder' durch Erlegung ei- 
nei' ein für allemal bestimmten Summe oder durch 
Entrichtung eines jährlichen von dem, Leben des 
Versorgers abhängenden Beitrags^ oder^ wie e» ge- 
wöhnlich heifst, entweder auf den Kapitalfufs oder 
Contributionsfufs. Bey dem Kapitalfufs kann, es 
indefseu dodh gestattet werden^ die einmal apisgemit- 
telte Summe in gewifsen Terminen mit Zinsen und 
2^seszinsen abzutragen. 

Wird der Contributionsfufs angenommen > *o< 
"pflegt die Zahlung nicht über die VerbindungsdaU' 
Sr hinausgesetzt zu werden^ und man findet den 
Beitrags welchen der Versorger für diesen Fall jähr- 
lich für die versicherte Ueberlebensrente zu zahlen 

I 

hat, wenn man das Kapital der Ueberlebensrente 
als den Werth. einer Verbindungsrente für den Ver- 
sorger und Pensionisten ansieht, wo dann der Ver- 
sorger jährlich so viel Thaler an Beitrag zu entrich- 
ten hat* als der haare Werth der mit I Rthlr. zu 
zahlenden Verbindungsrente in dem Kapital der Ue- 
berlebeilsrente enthalten ist, d« h. wenn der Kapi- 
talwertji der peberlebensrente r= V und der jähr- 

V 

liehe Beiträgst C, seist Crr ^ j^_. . Wenn die 

•Aa^b. 

eventuelle jährliche Pension P heilst, so ist V tr: 

« . . ~T" ,^ « Aa — Aab 

p (;t a — A a b), und C =: P •— - 



Aab 



Aab 
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Soll der Beitrag mit dem Eintritt ^nfangi^n, und 
J?is zum Tode dßs Versorgßrs fortdauern, so wird 
das Kapital der U^berlebens^eüte mit der vollen 
Jjeibrente für ds^s Alter 'des Versorgers dividirt, d* 
li., wenn V der baare Werth der Ueberlebensrente» 
P der jähi^Uche Beitrag &uf Lebzeit des Yer^orgers. 

' • ^ V 

vom Alter b^ 10 'ist C SS; -^tt^ ©cler wenn P 

iL & ^^^ iL a u 

diö eventuelle Pension ist, Css P» ri * 

I , Ab 

Ex» Ein Vierzigjähriger versichert eiber drei- 
fsig jährigen Person eine Ueberlebensrente von lOO 
Rthlr, und will solche^ so lauge er und der Pensio- 
nist zusammen leben, auf den Contributionsfufs bezahr 
len, wie viel hat er .nach Süfsmilchs Tabelle und dem 
Zin^fufs von 4 Procent jährlich zu entrichten 'J Die 
.Ueberlebensrente für a ss= 30, wenn b ::== 40> ist 
s:=: 4;303Iv folglich sind für^ioo R^W*"» zu entrich- 
ten 430,31. Nun ist die Verbindungsrente für 



SO . 40 = 10^7816 folglich C =: — — — r 

5=: 39;9I^ Wollte der Versorger den Beitrag be- 
fahlen so lange er selbst lebte, wenn auch der Pen- 
ffionist früher sterben sollte, so wäre im vorherge- 
henden Falle ib =3= I3jIS65, folglich wurde für 

diese» Fall C ä —, — == 32f7It 

Sollte der jährliche Beitrag entweder um n 
Jahre aufgeschoben werden oder auch mit dem jiten 
Jahre aufhören^ «o müfste man im .ersten Fall das 



Von Renten etc. aufjZwey Lebei|. 32.9 

Kapital der Ueberlebensreute mit dem Werthe der 
irni n Jahre aufgeschobenen Verbindungsrente, im 
letzteren aber mit dem Werthe der um u Jahre 
aufhörenden Verbindungsrente dividiren« 

Ex. Ein Dreifsigjähriger versichert einer 
fünf und zwanzigjährigen Person eine Ueberlebens- ~ 
rente von 100 Rthlr.> vrill dieselbe aber^ so lange, 
er mit dem Pensionisten zusammenlebt, in jährlichen 
Beiträgen, nach Verlauf von 10 Jahren, bezdilen* 
Hiör ist wieder nach Süfsmilch und zu 4 Procent 

das Kapital der Ueberlebensreute r=: 368j07> und 

,1 ■ • 

, der Werth der um 10 Jahre aufgeschobenen Ver- 
bindungsrente (ur die Leben 25*30 nach J. 155^, 

= 5,2394> folglich wird C =;=:■ ^ ^'^^ -izz^Oy%^, 

Sollte dagegen der Beitrag mit dem Ende des loten 

Jahr^ aufhören, §0 wäre der Werth der mit dem loten 

Jahre aufhörenden Verbindungsrente für die go^ 

gebenen Personen nach §. 156 =e 5^I328i «nd ^ 

^ 368,07 

80 C =: - , =; 7I>7I^ 



5. 175. b. 

Wenn auch die Ueberlebensreute aufgeschoben 
' oder sonst auf eine aftidre* Weise bedingt seyn sollte, 
so wird immer der Kapitalwerth derselben nach dem 
Vorhergehenden gefunden und dann, auf eine ähn- 
liche Art, wie bereits gezeigt worden, der jährliche 



1 1 
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Beitrags defsen Werth diesem Kapital werthe gleich 
ist^ gesucht werden können. 



§. 176. 

Es bestehe eine fortwährende Gesellschaft yon 
Ehepaaren und Wittwen mit der Bestiminung, dafs 
eine jede Wittwe jährlich I Rthlr. durch die Bei- 
träge der stehenden £hen erhalten solle; bey den 
Eintritt sollen die Ehemänner vom Alter b^ dieE- 
hefrauen vom Alter aseyn, und bey dem Abgang« 
^ eines Ehepaars tritt ein anderes^ ebenfalls von der 

Altersverbindung ab ein^ die Gesellschaft ist bereits 
zu dem Beharrungszustande gekommen; man sucht 
den haaren Werth der Zahlung jedes Ehepaars. 
Wenn jährlich AB ^Ehepaare hinzukommen und 
der 'Beharrungszustand eingetreten, d. h. wenn die 
gröfste Altersergänzung abgelaufen ist, so ist fort- 
während die Zahl d^r bestehenden/ Ehen n^ A-B- 

>. + A.» B* + . . A— B— = /A*^ B^^ wo dif Reib 

- bis zur kleinsten Altersergäuzung y fortgeht. Fe^ 

ner ist fortwährend die Zahl der Wittwen in der 

Geselkchaft = A^^ (B ~ B^) + Ai (B -^ 8^}+ 

, .4. A— (B -- B-) =:B (A^+AA + ..+ 

A-^) - A« B» -|; Ai B* + . . + A— B^^ 

JB Jk'^ — /A'* B'^. Da eine jede Wittwe ]^^' 
• lieh. I Rthb:, erhalten soll, so ist der lährliche Bei- 
fi'ag jeder stehenden Ehe :zz 
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B/A^Ä r- /A*iB'i ^ AB . AB 



AB 

E a — E ab" 
' — : ■ :::::::: — • •, Da femet' dieser jährliche 

2 E a b •»• V 

{ Beitrag bezahlt werden sollp so lange beide Eheleu- 
^ te zusammenleben, so ist der gegenwärtige Werth 

V 

^ . Ea — Eab — 

des ganzenBeitrags^z ■ irz .Aab, wel- 

Eab 

eher Werth sich" zu dem gewöhnlichen Werthe der 



ii 



•Wittwenrente oder X a — A a b verhält ^wie 
f, Ea — Eab Aa-»— Aab 

5f 



« 



Eab Aab 

f Ex. Es sey a =r= 40, b == so, so ist, nach 

< Silfsmilch und zu 4 Procent gerechnet, 

'- Ea — Eab . ^2,64 — » 12,70 

. A a b = . ""~"X 



Eab "'7o 

8,6531 rz: 6,772. Der Werth der gewöhnlichen 
Pension ist nur =: 4>S03» '* 

Anm« Die in diesem $• angenommene Voraufs etining lag 
einem Tbeile der früheren Wittwenkafsen zum Qrunde. Dio 
fiteheridbn Ehen 'sollten die "Wittwen versorgen, und man hielt 
dies uii^'so leichter, da man das Verhaltnifs der Anzahl der 
£hen zu der Wittwenzahl nur nach unvollständigen Erfahrun- 
gen beurtheilte, . und es danach fUr zu grofs annahm, Bey Ge-^ 
legenheit der Verhandlungen über die^ derzeitige Palenbergischo; 
Wittwenkafse ward sogar behauptet, dafs die« Verhaltmfs we- 
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lugstens ZI 4 : t sey* [Der im gegenwärtigen $• angefahrte 
Ausdruck giebt das vrahre Verhältnifs der Ehen zu der Witt- 
. wenzahl für den Beharrungsstand an. Wenn z« B* das Altei 
der Ehemänner ZU ^ji und der Ehefrauen ZZ 4o Jahre, so 
ist dies Verhütnifs zufolge Süfsmilchs Sterbensordnimg H 
i5,37 : 22,64 — iSjSy ZU i5,37 : 9,27 rz i,44 : 1, folglich kom- 
men dann nicht völlig 5 Ehen auf 2 Wittwen.] Die Erfali'' 
rnng zeigte bald, dafs man auf zu wenigPensionisten gerechnA 
hatte ; die hierauf gegrUndetonAnstalten gingen unter oderwiiidei 
imigeformt» Jetzt wird man wohl bey Öfientlicheu Einrichtui^ 
gen nicht wieder auf eine ähnliche Idee verfallen; indefsen kön- 
nen Priyat-Anstalten vorkommen, worauf die hier aufgestellto 
Aufgabe anzuwenden ist» 

In Ansehimg des anscheinenden Paradoxon, dafs hier fort' 
vljhren4 von den stehenden Ehen mehr bezahlt werden könne, 
als der wahre Werth der Pension beträgt, * verweise ich auf J. 
' 106 vorher» 

Anm*. 3, In den vorhergehenden $« $, sind die theoreü- 
sehen Vorschriften ^ur Einrichtung der Wittwen-- und fVaistif 
JCaJsenenikdXte^, denen ich noch folgende Bemerkungen hiq- 
zufüge* 

1)» Was die den Kafsen dieser Art zum Grunde vi !«• 
gend0 , Sterbensordnung betrife > so erfordert^ dieser PuB^t 
^ine mehrseitige Aufmerksainkeit, indem hier nicht, wio W 
Leibrenten, gerade diejenige Steiblichkeitsordnung, wonach di« 
Sterblichkeit am geringsten ausfällt, für die Kafse am vor- 
theilbaftesten i%t» Da die Ucberlebensrenten nämlich durch Sub- 
traction der Verbindungsrenten von dcnLeibrenten gefunden wer- 
. den, so kömmt es bey derVergleichung derljeberlcbensrenten nach 
"jpwey verschiedenen Sterblich^eitsordnungen auf das Verhältnil* 
90Wohl der Leibrenten als Verbindungsrenten an, und es kön- 
»en daher auch die Ucberlebensrenten nach einer Sterbensord- 
]}ung gröfser seyn als nach ainer andern, wenn gleich die Sterb* 
lichkeit nach dec erdteren gröf^ser i^t al« n«ch der letztoi^ 
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I 

So sind z. B«, wenn die Unterschiede des Alters untef den bei^ 
den verbundenen Personen nicht groC$, z» B* nicht gröfser als 
10 Jahre sind, die ' "üeberiebensrenten sowohl für die jüngere 
, als die altere Person bis .etwa an das sechzigste Alters jähr 
' nach der Süfsmilchschen Sterbensordnüng gröfser als nach 
' der Wargentinschen* Wenn der Unterschied^ des 'Alters dage- 
'; gen beträchtlicher ist, so können die Üeberiebensrenten für dio 
jüngöre Person nach Wargentin bedeutend grÖfser werden als 
\ nach Süfsmilcfi, So ist z» B, tey einer Verbindung zwischen 
einer achtzigjährigen und einer vierzigjährigen Person die Ue- 
'• berlebcnsrente für die letzte zu 4 Procent nach Süfsmilch :i^ 
l' 9,5o8, nach Wargentin aber ZT io,953» Bey dein Tarif einer 
< Wittwenkafsey wo der Unterschied des Alters 4er verbundenen 
Personen im Durcl^schnltt nicht grofs ist, (bey der Kopenhage- 
ti ner Wittwenkafse ist er im Durchsräinitt etwa 8 Jahre) konnte 
j '^an .nach den bisherigen Erfahrungen mit Sicherheit die Süfs- 
£ milch 8 che Sterbensordnung zum Grunde gen^ Wenn aber et- 
wa die Anstalt ganz oder zum fheiX eine fj^aisenkafse seyn 
sollte, so würde man mit mehrerer Sorgfalt zu prüfet haben, 
j, oö man dafür die nämliche oder wclöhe andre Sterbensordnüng 
zur Grundlage annehnien sollte«. > 



a)# Bey Wittwen- od?^ Waisen -Kafsen von betra'cht- 
V liebem Umfange kann mau den Tarif für die einzelnen Jahre 
■ der verbundenen Personen bestimmen» Bey der Kopenh'agener 
f Wittwenkafse z» B* enthalt der Tarif den Ansatz für alle Cota- 
^ binationen zwischen dem Alter des Mannes vom aasten bis zum 
; Gostcn, und dem Alter der Frau "^om i4ten bis zum öosteft 
{ Jahre. Bey kleinen Gesellschaften scheint dies jedoch weder 
l nÖthig noch rathsam zu seyn ; die Angaben der Mortalitatsta^ 
; bellen und die darauf gegründeten Berechnungen können ihrer 
, Katur nach nnr mit dcni ITurchschnitt ^iner beträchtlichen An«- 

zahl von Fällen zusammenstimmen, und es ist keinesweges zu 
^ erwarten, dafs sie bey einzelnen Fällen zutreffen» Es scheint 

daher zuträglioher , den Ansatz etwa von fünf zu fünf Jahren 



'S 



334 



Dritter Abschnitt« 



sowohl für das Alter des Pensiqnisten als des Versorgers zu 
bestimmen, wobey denn wohl die höchste innerhalb der Gns* 
aen der Klafse Torkommende Taxe als Norm für die gaii- 
se Klafse anzunehmen wäre* Soll eine Ka{se dieser Ait 
nur für einen sehr beschränkten Umfang errichtet werden, w 
könnte man die Taxe wohl allein nach dem Unterschiede dei 
Alters des Versorgers und Pensionisten bestimmen ^ deun auf 
diesen Unterschied kömmt es hauptsächlich an, und bey glei- 
chem Unterschiede des Alters sind die Ueberlebeusrenten nlciit 
sehr verschieden, sie mögen für ein jüngeres oder älteres* Fa« 
gesucht werden« Wenn s* B» der Mann acht Jahr älter ist als 
die Frau, so ist vom iCten Jahre der Frau an bis enm 52steB 
die böchste Ueberlebensrente bej dem 4o8ten Jahre ZZ 4,269, 
die niedrigste bey dem i6ten Jahre ZZ 3)8 19. Nimmt nai 
aber alle Taxen vom i6ten Jahre bfs zum 528 ten zusammen nod 
dividirt mit Sy, als der Anzahl derselben, so erhält man tm 
Durchschnitt 4, 11 5, vj^elchen man um so mehr als eine allge- 
meine Taxe für alle Fälle, wo der Mann 8 Jahr älter ist alt 
die Frau, ansehen kann, da sicher die meisten Ehepaare bejfs 



Eintritt in die Anstalt jünger sind als 47 • 69, wozu diesenitt- 
lere Ueberlebensrente eigentlich gehört* 

3) Ueber'das JFUderheiraihm dmrWittwen hat man bis 
und wieder Erfahrungen gesammelt Nund bey einigen Wittwer 
kafsen ist darauf gerechnet« Das Widerverheirathen findet atf 
meisten Statt bey solchen Witt wen, die nach dem Todedei 
Mannes in irgend einem Gewerbe oder in einem Besitz tob 
Geldeswerth verbleiben,vielleicht am häufigsten unterLandlentdit 
wenn mit derWittwe derHof auf einen, neuenEhemann übergeht» 
Solche allgemeine Erfahrungen auf Wittwenkafseui die gewöhn- 
lich in einer ausgesuchten Gesellschaft bestehn, anzuwen^Oi 
halte ich für bedenklich, und ich würde rathen, dies Momest 
aus der Berechnung gänzlich wegzulafseti* Uebrigens wird 
dennoch festgesetzt werden können, daCs die WittwenpensioseDf 
we^ eine Wittwe. wieder in den Ehestand tritt und so hs' 
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. Von Renten eta auf zwey Leben. 335 

ge sie dsnrin bleibt, der Kafse anheimfallen, die dadurcli im- 
mer einige Erleichterung erhält» 

43> Der Ccntrihutionsfiifs^ wie angenehm er auch für die 
Interefaenten seyn mag, ist für die Kafse, sumal wenn sie nur 
von beschranktem Umfange i«t, nicht su empfe|ilen \ sie trägt da- 
bey ein doppeltet Bisico, einmal da£i der Contrlbuent vor der 
erwarteten Zeit sterbe, das andremal, dafs der Pensionist über 
die berechnete Zeit lebe, zumal da yoranszusehen ist, dafs die 
meisten.' Versorger, wenn ihnen apders die Wahl freygelafren 
ist, den Contributionsfufs vorziehen werden» Jede^^afse die*' 
ser Art sollte es sich daher cur Regel machen, die Zahlung 
nur auf den Kapitalfufs anzunehmen, und nur daduroh dpn 
Versorgern eine Erleichterung zuzugestehn^ dafs sie die unbe- 
dingt festgesetzte Einschufssumme in bestimmten Terminen mit 

f 

Zinsen und Zinseszinsen abtragen können* 

5)» Auch bey Kafsen dieser Art ist eine von Zeit zn Zeit 
vorzunehmende Amnon sehr zu empfehlen» Wie das Credit der 
iCafse zu berechnen se^, ergiebt sich von selbst ; werden Coü- v 
tributlonen angenommen, so wird der Werth dersellben, je nach* 
dem sie während des Lebens beider Verbundenen oder eines 
derselben bezahlt werden, nach dem Tarif der Verbindungs- 
oder Leib-Renten berecjmet» Was das Debet betri£Pt, so be- 
rechnet man den Werth der actuellen Pensionen nach der Leib- 
renten-Tabelle, den Werth der eventuellen Pensionen nach 
> dem Tarif der Wittwenpensionen» Da aber bey demJBeharrungs- 
Stande der Gesellschaft der erste Theil der Schuld wohl noch 
gröfser werden kann als der letztere, so mochte es rathsam 
seyn, die Berechnung einmal nach einer Sterbensordnung, wo« 
nach die Ueberlebens reuten i^m grösten ausfallen, das andremal 
nach einer Sterbens Ordnung, wonach die Leibrenten am gröfs- 
ten sind, anzustellen« Wenn übrigens auch bey den ersten 
Revisionen die Bilanz der Kafse. günstig ausfallen sollte, 'so 
darf man aich dadurch der fernem Prüfung nicht überhoben 
glauben *, denn wenn der Eintritt der Ehepaare gleichmäfslg fort« 
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wShrt, so wächst die Anzahl der Wittwenso lange bis die AI- 

tersergänzung der jüngsten* Ehefrau von der Errichtung der 

. Gesellschaft an yerflofsen ist, folglicli wenn Ehepaare von jeden 

I 

Alter eintreten, wjihrend eines Zeitraumes yon 70 bis jb Jah- 
ren» 

Diese Kafsen-ReTislon wird indefsen hier dadurch erschwert, 
dafs das Conto der stehenden Ehen selten genau aufzuinaclien 
Sst, indem der Tod der Ehefraueui wenn sie vor den Mäonern 
stcshen, nicht immer bey der Kafse bekannt wird ' Als toi 
einigen Jahren die Bilanz der Kopenhagener Wittwenkafse auf- 
gemacht wurde, fand sich eine nnyeihältnifsmäüsig grofse Ad^ 
stehender Ehen; bey näherer Nachsicht zeigte sich, dafi vii- 
le derselben lange aufgeieset oder ausgestorben waren, md 
dais, obgleich jed^r Ehemann bey einer Geldbufse von 10 ktlil 
verpflichtet ist, den Tod seiner Ehefrau innerhalb 6 Wodies 
anzuzeigen , diese Vorafchrift in vielen Fällen nicht befolgt 
war« Man mufste Erkundigungen einziehen so viel man koim- 
te, und am Ende nach dem Bekannten eine approximative Be- 
rechnung über das Unbekannte anstellen. In dieser Hinsicht 
könnte es zweckmäfsig seyn, bey Wittwenkafsen zu hestimoeB 
dafs bey dem Eintritt, aufser dem Werthe der Pension, noch ei- 
ne verhältnifsmäfsige Summe zur Kafse erlegt werden müTse 
die an den Ehemann, wenn die Frau vor ihm stirbt, zurücUw- 
cahlt würde» 

Wie. eine Revisioü dieser Art übrigens anzustellen stji 
ersieht man aus ^er : Nacfiricht von dem Zustande dtr allgfmtoi» 
Wittwenkafse zu Kopenhagen um Schlufse des Jahrs 1797 t^* ^ 
JfN^ Tetens^ Kopenhagen, 1803« 



>J»k*mimmälmtttB^^^9tHttKtttmil^m^mmm,mm(^ 
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Viertes Kapitel. 

Fon 
der Renite auf das längste Lehen vkter tweyeiu 



4. 177. 

Die Rente für den Längstlebenden Unter zwey« 
en >rird bezahlt, so lange beide Personen zusam« 
men leben od^r irgend eine von ibnen, sey es weU 
che es wolle»' übrig ist. Wenn die anfängliche Zahl 
der Paare = AB, so ist die Zahl der Paare, wel« 
^6 am Ende des titen Jahrs ganz ausgestorben 

sin*, srs (A -- A" ) (B — 'B— )= Ak — A— B 

— A B— + A— B— , folglich die Zahl derer Paa- 
re, wovon npch irgend Jemand lebt, = AB — AB 
n •> n 11 n n 

+ A— B -f AB— — A— B~ =: A~B.+ 

n n, n * * 

A B"^ —• A~ B~* Al^ö ^^d die Rente des Langst- 
-lebenden ac *■ , _ ■ (• 



AB ^ r • r 

B^B* . AäB - AB* ' A4B* 



r»,' ' r* r* 

« ^ Bi , Bi - I ' A« 3* 

"B" <-ir- + ^TT- + ••V— AB ^~~ 



■ II ■ " ^ ^ 
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+ 



AiB* 



-|- • « ) rrr A a -^ A b 



k ab) d. 



h« die Rente des Längstlebenden unter zweyen ist 
gleich der Smnme der Leibrenten für beide ein- 
zelne Personen, weniger der Verbindungsrente fiir 
beide zusammengenommen* Wenn a = b wäre, 
so würde der Werth der Rente auf das längste Le- 
ben =:2Ara — Aab, 

Ex. Wenn die eine der beiden Personen 25 
und die andre 30 Jahre alt ist, sb wird nach der 
Süfsmilchschen Sterblichkeitstafel und dem Zins&ifse 
von 4 Procent Aa ;= 15^9870^ Ab= I5?0847> und 

i a b = I2»30ö3» lolglich il a -f- ^ b' — X Th = 
15,9870 + 15,0847 — 12,3063 = 18,7654. 

/ Anm» Di6 Sache ist auch so anzusehen, als ob einer je- 
den der beiden Personen eine Leibrente versichert wäre; di 
sie indefscn auf diese Weise die Rente, so lange sie beide leben, 
doppelt erhalten würden, so haben sie den einmaligen Werth 
dieser Rente< für die Z6it ihrer Verbindung zurückzuzahlen* 
Es ist demnach die Rente für den Längstlebenden unter zwey 

Personen vom Alter a und bniitat ilb — Aab» (Vergl 



* I 



§. I78< 



Wenn die Rente auch für diejenigen^ welche 
im Laufe jedes Jahrs sterben^ nach Vei^hältnifs der 
Zeit, welche sie noch erleben^ überhaupt aber am 
£inde des Jahrs bezahlt werden soll, so mufs sow(^ 

zu A^ und Ab als A a b die «Correction hinzugefugt 
werden. Danach wird also die Rente auf das läng- 



J 
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ste Leben 5=: (l — -j-) C^a + Ib) -f- . 



apif ^ v'^- T-— / -1- j. 



— Cx ^) ilab 



> 
(I —) (la + Xb — ilab)4 i— • 

Anm»' Genau genommen mUiste zu dem «ngegebenexi 
Wejrthe noch f ^ _ hinzugefügt 

6 r '^ , ico A B , 

werden, indefsen kann "dieser Theil» »Uge^en Jlaund Ab un^ 
bedeutend» wohl wegfallen» , 



§. 179. 

Sollte aber die Rente in Terminen während 
des Jahrs bezahlt werden, bo wäre der Wertb der 
2Jinseh nach Analogie defsen^ was in den $• §• 69 
und' 149 bey den Leibrenten und Verbindungsren« 
ten angeführt worden, hinzuzufügen« 

Wären die Termine augenblicklich, und wür- 
de dabey die Rente auch nir diejenigen, die in je- 
dem Jahre abgehen, nach Verhältnifs ihres Leben« 
bezahlt, so erhielte man den Werth der Rente s=: 

• ( Ä a + ;ib + 2pr — 27r) — X 

pr ^ p P pr ^ 

C-^ Aab + pr — ä) (6.70 undiSO) = -^ f— X 

(Aa + Ab — X ^) + pr — n]. 

Anm« A«ch hier kann man das kleinere Stück der Corree« 

' • Y2 
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I 

ilon für die Verbindungsrente, nämlich — ^ — f -r 

Sr/ r« AB 

welches hier auegel^fsen ist, wenn a und ß dem Lebensei«! 
■ehr nah» 9ij^/ noch hinzufugen« 

§•180. 

Wenn die Rente fiir den Längstlebenden um n 
' Jahre aufgeschoben werden sollte,' so müfste der 
Werth der beiden aufgeschobenen Leibrenten addirt 
und von dieser Summe der Werth der aufgescho- 
benen Verbindungsrente abgezogen werden, d. h. 
es wäre der W6rth der aufgeschobenen Reute 



n ' n 

^ — ^ ^ g — 

Längstlebenden == * ~t- il a -j- n -f- X 



Arn * ~ Bm 



n n 

A— B-- 



^ * +"* "^ ABra '^ *(^ + ^J <^^ + «> 

§. I8Iv 

^Die Rente, fiir den Längstlebenden katm auch 
eme^ Ueherlehensrente^ seyn, Tvenn sie nämlich be- 
zahlt werden soll, nach aufgelöseter Verbindung, entwe- 
der an A oder an B, so lange eine der beiden Personen 
Ifebt. In diesem Falle mufs also von dem vorher 
im §. 177 gefundenen Werthe noch einmal der 
Wejrth der Verbindungsrente fiir die beiden Peno- 
nen abgezogen werden^ und die Üebeflebensrente 
fiir den Längstlebenden unter zweyen, wird daher 

= Aa -f- Ab — 2 A a b, Waren beide Personen von 
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glrfclrem Alter, so wäre dieser Werth sr: 2 (Xa — ^ 

"K aa), 

Ex. Wenü wieder a 2=2 25 Und b = 30 ist, 

so hat man nach Süfsmilchs Tabelle und dem Zins- 

fufse von 4 Procent Aa==: 15,9870, ^b =: I5,0847f 

JLab s= 12,3063, folglich die Ueberlebensrente für 

das längste Leben = 15,9870+15,0847— 2.12,3063 

= 6j4S9I. • . 

Anm» Däfselbe Resultat erhielte mao, wenn man die Ren« 

ten für alle die Jalle, wo ein Veberleben unter z yey Personen 

Stattfindet, zusammenlegte'; man hätte nämlich hier den Werth 

^ A'^ (B - B'i) 

der tgesuchten Reate "ZI J- . -p^ ^ ' T 

- B'^rA — A'^) ^ ■ A*» . A'^ B" 

^s ABr« ' ^ Ar» •' AB r» 

B'i A'i B'i 



* •' B r» -^ ,A B r* ^ ' 



§. 181. b' . 

Sollte diese Ueberlebensrente auch für diejeni- 
gen, die im Laufe jedes Jahrs sterben, bezahlt Wer- 
den, und zwar nach Verhältnifs^ der Zeit, aber ,am 
Ende des Jahrs , so würde ihr Werth = 

%YC V r ^ apr 

ih— .l^iTb). 

Ex. In dem rorigen Falle, -wenn nSmlicb • 

. . . - ( ^' . ■ . 



N ' 



\ ' 
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25 und b = 30y erhielte man ako den W^rth 

(I ^) 6,4591 = 7^ 6,4591 = 6,3349 • 

5* , 5* 



$• 182» 

Der Antheil jede^ Einzelnen an der Rente des 

Längstlebenden ist (lir A=sila — filab^ und fiir 

B = Ab — f X a b. An der Ueberlebensrente auf 
'dtfs längste Leben wäre der Antheil von A =::: 

ia — Aabi für B aber =r Ab — A ab. 






f'ünftes Kapitel» 

Von 

Anwartschaften^ 

^ie VQn zwey^r Personen heben 

, abhangen» 

. §• 183. 

Zwey Personen^ eine vom Alter a die andre vom 
Alter b; haben nach >Ablaufvonn Jahren eine Sum- 
me sr= I zu, erwarten^ falls sie dann beide noch le- 
ben sollten (widrigenfalb ihr Anrecht ganz weg- 
fallt); es wird der Werth dieser Anwartschaft ge- 



s ^ 



J 



i 
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i sucht. Der Wert^der Summe^ wenusie unbedingt 
am Ende des nten Jahrs bezahlt werden sollte^ 



wäre 



; da' aber die Wahrscheinlichkeit , 



I ' rn 

dafs beide Personen am Ende des nten Jahrs noch 



lebcni 



n n 

A— B— 
A B 



ist, so wird der Werth unter 



der angegebenen Voraufsetzung 



n B 

A— B— 
A.B m 



i. 184« 

Sollte die Summe wieder am Ende des nten 
Jahrs bezahlt werden, falb B dann todt wäre und 

* r 

f ■ J 

A lebte, so wäre, da die Wahrscheinlichkeit, dafs 
dann A nach dorn T6de yon B lebe, = 



n n 

A~ (B — B—) 



n tt 

A— B— : 



AB A AB 

ist, der gegenwärtige Werth der Summe =: 



n 



n 



A— (B — B— ) 



AB m 



n n n 

^ A - AB •' ^ 



X 

m 



§. 185. 

Wenn die Summe j am Ende des nten Jahrs 
a^F den Fall bezahlt werden sollte, dafs irgend ein» 



1 



I 

' * * 
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\ 

der I^ersonen des Paars dann noch lebte^ so ist die 
, AnzaU der am Schlufse des nten. Jahrs ganz ausge- 

n n 

storbenen Paare ^r: (A — A — ) (B — B"~), folglicli 
die Anzahl derer Faare^ welche noch i^Icht ganz 

n n 

' ausgestorben Sind, s= A B — (A — A — ) (B — B~}, 
lind die Wahrscheinlichkeit fiir einPaar^ dafs irgend 
eine Person defselben am £nde des nten Jahrs noch 

;• , . _ AB ~ (A ~ Ä-) (B ~ B-) 
lebe, ist SS ■ A g 



n n n u 

A-- . B— A— B— 



B .AB 



FoIgUcb 



n n 

A— B- 

wird.der gesuchte Werth sr ( . -f- — ^-^ 

n n ^ 

A— B- ^ I 

AB ^ m ^ ' ^ 

Sollte die Summe l am Ende des nten Jahrs 
itnter der Bedmgung bezahlt werden, dafs beide 
Personen dann todt wären, so ist die Wahrschein- 
lichkeit^ dafs sowohl A. als JB am Ende des nten 

(A — A— ) CB — B— ) 



^ahrs verstorben sind,: 



A B 



n n n n 

A~ B— ^ A— B— 

* A B ^ AB . 






L 
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und dev gesaehte Werth dar Stimme I iwäre dem- 

n n " , n -n 

A — B— , A—B— 






$• I87. 

Wenn eine Anzahl von I^aaren^ bestehend aus 
einer Person vom .Alter «a und einer andern vom 
Alterb, $ich dahin verbände, dafs bey der Auflo« 
sung eines jeden Paars, sey es durch den Tod des 
einen oder auch beider Genofsen, und zwar am 
Cnde des, Jahrs, worin die Auflösung geschieht, ein 
fiir allemal I Rthlr. bezahlt werden sollte, so wäre 

V 

der gegeiawärtige, Werth eines solchen Thalörs für 



AP /* r s \ r* 

A (Aä Bi) 



4- • • ) s±: d^ ab , wie solche* 
schon oben im §. 14(5 bestimmt worden, näiiilich zsz 

_- •« ■ I. . Sollten die Zinsen des Thalers 

r pr 

V^ott^ Anfange des Jahrs an gerechnet werden, wor« 

in das Paar au^elöset wird^ so wäre der jetzige 

tWerth des so böstim:6iteti Thalers *=::: /r ^ a b ' 

4 

§.188. 

Wollte man annehmen, dafs die Verbiujlungen * 



1 
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r 

* im «Durchsphnttt in der Mitte des Jahrs aufhören) 
und dann der Sterbethaler für alle auFgelösete Ver- 
inndungen bezahlt werden sollte^ so wäre der Werih 

^±z r* ^ ab. Für r iS= l,04 hätte man also hier- 



nach den Werth = I,OI9804.t*> (ab). 

Wenn aber der Abgang der einzelnen Perso- 
nen innerhalb jedes Jahrs gleichmäfsig geschieht, so 
mufs die Anzahl der in gleicheü Zeiten aufhörenden 
Verbindungen vom Anfang d^s Jahrs an bis zum 
£ilde defselben succefsiy abnehmen. Den genauen 
Werth der sofort bey der Auflösung jedes Faars zu 
zahlenden. Summe t erhält man durch folgende Be- 
rechnung. Wenn AB die anfängliche Zahl der 
t'aare ist und das Jahr in n gleiche Theile getheilt 

wird« so ist die Anzahl der am Ende des Jsten — ■ 

' n 

Theüs bestehenden Paare =r: f A — =-)CB ) 

n n 

.« i\A.B AB.A , AA.aB- _ 

= AB — U , am En- 

n n ' n n 

I 

de des 2ten ^ Theils ist diese Anzahl = 

(A - -i^j (B _ _iAl.j=AB- tA^ 
n n ' n 

»AB.A , i^aAaB , „,, f 

— -f ] 9 etei und amSchlns- 

^ n n ^ 



n 

se des letzteh — Theils = (A ^ A A) (B - 

n li 

n ^ . ^ nAA.B nAB.A 

— A B) = A B = 

n - n n 



j 
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+ 



n« AA. AB 



n' 



Wenn man nun von der Anzahl 



der Paar9> die im Anfang jedes Zeittheils existirt, 
die Anzahl^ welche am Ende des Z^ittheils übrig 
bleibt, abzieht^ so ist die Anzahl der während jedes 
Zeittheils aufgelSseten Verbindungen nach einander 



1 
n 

X 

n 



AA.B + 



AA.B + — AB.A 



AA.B 4- 



z 
u 
z 
a 

X 



AB, A — --^ AA . AB, 



(1» - o 



n- 



^ aa.,ab, 



AB.A— ^ — 7-^AA.AB, 
n n* 

I 
etc. etc. 



n 



AA.B + — AB.A 



n*7-Cn — i)*^ 



n 



n^ 



AA.ABv 



Discontirt man jeden Theil auf den Anfang des 
Jahrs, und dividirt durch A B, so erhält man den 
über alle Paare vertheilten Werth der Zahlungen 



«des ersten Jahrs 



1 
r"^ 



2 
r^ 



rn 



• • *y" 



1^ V A,aB + B.AA 

n^ I n AB 

rn j 



1 



2 
rT 



- + 



n*,— (n — 1)' 



n 



5_ 
n» AB 



+ • • + 



Der erste 
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TheU ist 



1 
n 



r 



n(r-~i) 



I — 



\ ' 



A A B + B A A 
AB 



A AB »f- B AA 
AB 



Bo wird dieser Theil 



A AB + B AA 
AB 



Der zweite 'Theü ist 



n 

( 

r — t 



X 



1 

n 



n (r — x) r 
2 setzt man aber n £=r co> 



r — I 



X 



r (log nat. r) 

V 

-JL A A B 4- B A A 
' pr ^ ÄIb * 






i 



I 



1 

n 



^t 3* , n* 



n* 



2 

n 



5 
n 



n 

a 



11 1 * 



AA,AB 
n* AB 



y 



j -1 V r ' 



. r 



,J« 



a N» 



Cv) 






— + 






3 



«M^ • • •*Y* 



j 



•"i 
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(f)*.^ . 


AA.AB 


' n )+ nfx 

r » J 


AB ' " * 



ber 



n 



00 gesetzt wird> so Ist r" — * I 



log. nat. r 



dx 



•-■^ 



n 



und 



n •n 

n 

n ^ 



n 



p ferner r 



avveite ^Theil 

aa,ab 

A B 
Integration x 



fv/ 



r| folglich wird dann der 
x*dx 



m*t0» 



rx 



f) 



X 



und nach $• 42^ da nach der 
I gesetzt werden mufs, === 



f 



2 ^ — 



I -f- * n -^ i n*' 



Ott*- 



a ä' 



r' 



* r 

aa.ab 



AA.AB 
AB 



a jip 



[ in* Cr — i^ 

"/r. «N AA.AB 

(2ä — 2p) 



AB 
^ A A . A B 



A B 

( 

. «. . Danach wird 

pr -' AB. 

also der Werth der Zahlungen des ersten Jahrs = 
TT A AB + B AA 51 ^ ^ ^ ^^ 

pr A B ^ pr * 



A A. AB 



+ 



AB 



■* 



n A AB +■ B aA — AA . AB 



(I + 2 P — 2 n) 



A B 

AA . A B 
AB 



* »■ 
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« . A (AB) , * , , A A.AB 

= i7 — Xb + T7^'+^P-^'^-^b7- 

Eben» so erhält man für das zweite, Jahr den hmtren 

i Werth = -^ ^f'°'^ + -^(.+.p-a«)X 

p t A B r ' pr * ^ 

— 9 60 Wie für das dritte Jabr =r 



AB r 

pr A B r* * pr *^ - 

AAÄ.ABi^ ' 

— etc. etc» 



A B r* 
Für alle Jdire ergiebt sich also hieraus der 

WeVth -= — / ^o A B + TT ^^ + 

AAS.ABÄ „ _ 

TT A Afi . A BS 

— (l+2p-2n)/-^rTB— , 



Für r = 1,04 wird != I,OI9868j -- — 

P P^ 

0,980643^ und — (I + 2p — 2jr) = 0,006410» 

P^ . 

A A— A B— 

Da nun ohnehin / TTT'^ imreinklei- 

^ rP A B 

ner ächter Bruch Ist, so kann ihan wohl 0,0064X0 X 

f -=- — 1= ohne BedeÄhen wedalsen und den 

•^ r«> ABS ^ , ^ 

vollständigen Werth des in augenbli/cklichen Te^m^ 



V 
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tien bey der Auflösung aller Paare zu zahlenden 



Thalers 



TT 



P' 



^ a b setzen. 



$. 189. 

I 

I 

Wenn die Summe l bezahlt werden soll am 
Ende des Jahrs, worin B stirbt, unter der Bedin- 
gung, dafs dann, ^. u am Ende des Jahrs, A noch le« 

A- A B 

be, so hat man den Werth derselben 

* 

A^ AB* . Ai A B* 



AB r 



"^ ■ AB r» 

A^ (B — B^) 

AB r 



AB r* 



AÄ(Bi — * B^) 
"^ . AB r* ^ 



A3. (BS. 



Bi) 



AB r» 



+ 



B 



• • 



B 



- Aa (b — I) — A ab. 



Sollte aber diese Summe bezahlt werden zwar 

wieder am Ende des Jahrs,^ worin B stirbt, jedoch 

überhaupt auf den Fall, dafs A in dem Äugenblick, 

wo B stirbt, noch lebt, wenn er auch nachher in dem- 

selben Jahre gleichfalls abgehen sollte, so ist nac^ 

§• 131 die vollständige Anzahl aller überlebenden 

A im ersten Jahre =: A* A B -f- f A A • A B, im 

z^weiten Jahre = A^ A B^ + f A A^ .^A B^ etc., 

und es ist daher zu dem vorher angegebenen Wer- 

I f A A . A B 
the noch hinzuzulegen — —= 1 ; — 



A AX, ABl 



"t" • • 



Kun ist 



abI 



AA.AB 



/ • 
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\ 



+••)=. 4b r-^ 



— AX)(B-Bi) 
r 



( A^ — AI) (B^ -^ B&) 

Aa ßa Ai B* 

+ fl- 

AiB* 



s A 



t f Aa 
A.B.I r 



r 
A» Bi 



■4- ... I — 
-4- ^ - 



+ 



A* Ba 



a AB 



X f A» 
»ABl 



I I ' .1- 

— i 



r 
i Bi 



Aa;B^ 
Ai B^ 



• • 



• • 



+ 



-r* 



T • • — 



% / 



Xab 



*— r 



B 



.\ 



B 



liCh — I) + i ab 



a.(a — i;b- 



. "Danach wird 



also der gesuchte vollständige Werth 
- l a ( b — . I ) — ^ aT + 



B 
;iab 



2 r 



+ 



— 1 



B 



a r . 



* A 



* Ca — I) b — 



3 B 

« 

—I 



B 



» B 



- Va(b — I) + T 

V 

- X a(b — i) — - 



il ab 



Aab 



jr 



J 
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Aab A' 






l (a — I) b 



(t X ab V , B -— r —v 

^IT - -^T?^) "^ »B * * (b - o 



•I 



S A 



A (a— I) b = f ^«b + 



•—I 

n — ■ ■■ ■„,; , .._»a^ 




— 1 

A ' 


, a n f h* — 


I)'- 


XX 


,: B • *^ 

r (a — I) • b . 

;. ■ • < • 


A 



X 



Auf die nämliche Weise findet man den 
"Werth der Summe' I, die am Ende des Jahrs be.- 
zahlt werden soll, worin A stirbt, wenn B bey defsen 

'Tode noch lebte,^ r= f ! ^ a b + — X 

B 



->)■ 



* Ca — I) b — g Xa (b 

Nimmt man beide Werthe» . nämlich den der 
Summe , die bezahlt werden soll, wenn A zuerst 
stirbt^ und der Summe, die fallig ist, wenn B zu* 
erst stirbt, zusammen, so erhält man wiedpr ihre 

Summe =: "O* a b, wie es seyn mufs* 

£x. Es sey a =e 30, b srz Qo, so ist nach der 
Sürsmilchsehen'SterbUcbkeitstafel und dem Ziusfu* 
fse von 4 Procerit (30.60) ss 0,6769» A(29'.60) 
=;7,4282> * (30.59) =5= 7,5975. Folglich wird der 

Z 



% 
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Werth der Anwartschaft ffir das Uelierleben von A =r 

319 ■ 445 -'- 

5<0,6769+ -— — 7,597* 7— 7,4282), vaä 

210 439 

für das Ueberleben von B = f (0><J769 '+— * - 

X 7,4282— -^^ 7,5975 >. Das Erstere giebt 

OySSSiSf das Letztere aber 0,I4I7S>^ und Beides 
Zusammen genommen ist wieder = 0>6769« 

Sollten die hier angegebenen Anwartschaften 
durchgängig iu der Mitte oder im Anfange des 
Jahrs als fällig angesehen werden^ so müfste man 

die angeführten Werthe im ersteren Falle mit r^> 
im letzteren aber mit r multipliciren. Wenn ab« 
die Anwaltschaft jedesmal im Laufe des Jahrs, wor- 
in die Auflösung geschieht, bezahlt werden soUte^ 



n 



so wären die angegebenen Werthe mit • 

P 

2u multipliciren. 

Annu Die hiezu noch gehörige Coitection kann 
nach dem, was im J; m angeführt worden» woM als wAer 
deutend wegM^eiit 



§• 190. 

Wenn die» Anwartschaft befahlt werden sollte 
bey dem Tode von A> falb derselbe zuletzt stirbtf 

so ist der Werth det^lb^n =-^ ^AA (B - ^ 

AB ^ r 



/" 
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- A AI (B — B») ^ A A? (B — B*> 



+ • '^ ^ aAB ^. r ^ . »* 



AB* 
j^ .. — ; ^ , .), Der erste Thcöl itt^ 

I / 

—I —I — t 

A-^ — B 



HMi 



Aa-^I — 



A * AB 

■■ —1 



B 



X (a — I) (b — I) — Xa + g 

— , 1 t AOL i.t A(ab) 

2 a (b — I ) = • '^\ — ' ' ' ■ " 



r 

I 

•1 



— Aa + -— B *a (b -^) == -7 



•r 



^ a Cb — 1)7 «ind dies ist zugleich der Werth , 
wenn auf diejenigen JV ijgiclit gerechnet werden sol^- 
die zwaf- nach ihren B^ aber in demseltren Jahre 
mit ihnen^ sterben. 

' Der -zweite Theil ist nach dem vorhergehen- 

-— i 



I t A(äb) B 



denf = J [ • . ^ ^ 5— aa(b — I) — 



A- 



B 

•I 



■T * (a — l)b 4.Jlab]. Beide 

25 2 
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« 

Thefle zusammengenoxnmeu geben also den voIbA^ 

X. la. i + iab 

digen Wertn 2=: — -" : — 

^ r pr jfc r 

xTh B 



a • aB 



1 a (b — I) — 



A— 



aA 



* (a — I) b = 4^a — J ^ ab -1 



— t — ^t 

5C 5^ ^a(b - I) -* -^ 



* (a ^ I) b]. 

Sollte auf dieselbe Weise für B, wenn er 2* 
letzt stürbe, die Anwartschaft bezahlt werden, sowi 

re der Wertb derselben =] ^b — f ^ab-f 
A . ^ . B 



JE— X— ^(*- «^- ■ B ^ 



* a (b — DJ. 

TVenn diese Anwartschaften in jedem Jahn 
sofort, so wie das Absterben erfolgt , Täliig werden 
sollten, so könnte man die eben gefundenen Wertb 



n 



noch mit multipliciren, 

p: • 

Anm* Man kipin den TolUtändie^en Werth der. Anvo^ 
Schaft, die bey dem Tode von A» wenn derselbe zuletzt stiriKi 
bezahlt werden soll, auch ausdrucken durch 

I , f ^A(B — B^) ^A^ (B — B«) 
a AB ^' T "* "Ti + • '^ 
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Der erste Theil für «ich yr'ire gleidi /^a — *• 



A- 



X 



Jt Ca -^ i) *> t X ab, und iVena man den zweiten Theü 

— 1 

B 



abzöge, so hätte man wieder, -ö^a— -J-Ö-ab fj (-7 



-B 



Jla(b-i) - 



l (a— -I) b)» Der erste Theil 



/ • 



Tür sich wäfe zu grofs, so wie der oben^ im Textq ingegebo» 
ne erste Theil für sich zu klein ist^ 



§. 191. \ 

Im 'Fall die Anwartschaft sowohl bey denj To- 
de von A, wenn er zuletzt stirbt, als bey dem To- 
de von B, wenn-derselbe zuletzt abgeht, befahlt wer- 
den sollte, so müfste man die im vorigen §. gefun- 
denen beiden Werthe zusammennehmen, und man 

erhielte dann das Gesuchte srr ^a «4" ^^ — -ö-ab, 
welcher Ausdruck dehi vorhin gegebenen Ausdruck 
für die Rente des l^ängstlebenden, nämlich A a 4^ 

l b — »l ab, entspricht, » ' 



§. 192. 

Wenn eine der vorher sfagegebenen Zahlungen 
um n Jahre aufgeschoben werden sollte, "und zwar 
ohne weitere Bedingung,, so müfste iman, um den 
Werth zu finden, für jeden einzelnen Tfieil, woraus . 
der dafür angeführte Ausdruck besteht, den um n 



$58 Dritter Abschnitt. 

Jahre autgeschobenen Werth cuchen. Wenn 
z* B. vom Ablauf daf nten Jahrs an bey ^«mTi 
Ton Ay im Fall derselbe vor B abgeht, die 
I bezahlt werden sollte, so wäre ihr jetziger Weift 
n n 

A— B- 



sABm ^ ^. * ^ ' 



X 



n 
A- 



* (a + n — I) (b + n) - 



— ^ % (a + h) (b + n — i; 3 (§. 189) 

B— 
Sollte die Summe befahlt werden, wenn vom Ab* 
' lanf des nten Jahrs an A eulefzt stürbei so batti 

man den letsigen Werth ss — j ^ a + n 

n n 

A— B- 



^ABm ' f* ^» + "> <^ + "^^ 

n— I 

i (a + n) (b + n — I) + 



n 

— * (a + n — I) (b+n)] (§. 190)' 



n 



Wenn die Zahlung nur für die ersten U^ 
gelten sollte, so müfste xnw von dem WerthQ^^ 
vollen Zahluiig den Werth der um n Jahre a«^ 
achobenen Zahlung abziehen. 



\^ 
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I Sollte dagegen yoih Ablauf des iiteh Jahrs an 

r die Zahlung nur dann festgesetztermafsen g.eleistet 

^ werden^ wenn am Ende des nten Jahrs A^und B 

•^ noch zusammen lebten^ so müCste man den Werth 

der Zahlung für Personen vom Alter i| -f- n und 

.b ^ n suchen^ denselben auf n Jahre discontiren 

und mit der. 'Wahrscheinlichkeit, dafs Aund B am 

£nde des nten Jahrs beide leben^ multiplicirei^y d* 

h. wenn der Werth für die Personen vom Alter 



h' 



B, ^ n und b Hh x^ = V ist, so wäre der ge- 

n . n 
A--" B — n 

suchte Werth == r — — ___ y-* 

AJö m' 



Soll der Werth einer Anwartschaft, so wie sol- 
cher bisher bestimmt worden, nicht auf einmal, son- 
dern durch einen unveränderlichen jährlichen Bei- 
Irag, entweder auf die Lebenszeit einer einzigen Per- 
son oder die Verbinduhg&dauer beider Personen, be- 
ssahlt weiden, so hat man diesen jährlichen Beitrag 
als eine Leibrente oder V erbindungsrente anzusehen 
und man mufs dann, wie bereits in den §. §. 113 
*Lnd 175 gezeigt worden, den haaren Werth der 
Anwartschaft durch den Werth der jährlich mit I 
2u zahlenden Leib- oder Verbindungsrente dividi- 
ren, um den jährlichen Beitrag zu finden. 

Z. B. nach §. I89 ist der Werth der Anwart- 
Schaft, die bey dem Tode rein B betsahlt werden 



1 1 
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90II9 im Fall A dann noch lebt, wenn b = 60 und 
a =: 30 ges#tzt wird, = 0953515* . Sollte also A 
bey dem Tode von B eine Summe = 1000 be^ 

kommen und wollte das Paar während seiner Verbin- 

« 

dungsdatier durch jährliche Beiträge den Werth be- 
fahlen, so wäre der Beitrag dafür nach Süfsmilchs 
Sterbensordnung und ZVL 4 Procent es 

c,535M 535>M 



•*i 



Aab 



1000 



7>39«7 



72»03. 



$. 194. 

Eine geschlofsene Anzahl A von Personen des 
Alters a trete zusammen unter der Bestimmung, dab 
bey dem Tode einer jeden unter ihnen von jedem 
dann noch lebenden Interefseuten I Rthlr. bezahlt 
werden solle; wie grofs ist der Werth der An- 
wartschaft für jeden Interefsenten ? Wenn man zueilst 
auf ganze Jahre rechnet, so ist die Zahlung des er- 
«ten Jahrs, da J\ A sterben und A^ noch leben, =: 
4<iA.A^, die des zweiten Jahrs = AA^.A^, die 
des dritten Jahrs = ^2^ A^ . Ai etc AUes auf den 
Anfangstermin discontirt und, über sämtliche Inte«> 
refseuten vertheilt, wird der Werth ss 
I ' AA.A^ , aA^.A^ 
A ^ r ' - r« '^ 

AA^.Ai . ^ 

— ^( ' ' -4- . Nun ist der letztere Ausdruck 



-.C 



(A — A«) A* 



y ¥ 



(A* — A4) A* 



«_ , ~ *- 



f 
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(Ai — Ai) AI . r Aa A* 



r« ^ •■'— A 

. -4- — ^ — - — — + • * 3 — 

t ^ A^ A^ , AI Aa , AX Ai , 

X ^ r ' rä "*" i^i T • • ) = 



• X (a — J) a — A • X a a* 



Ist die Anza1)l der anfänglichen. Interefsenten 

^ N^ so mofs man diesen geftindenen Aiudruck mit 

N ... 

-T- mnltiplicireni und man erhält alsdaön 4en Werth 

mm t 

A ^•. ■ ■ ' _, •*— 

' — NA(a — l)a — N.iaa. 



A _ 

Ex« Es sey N = 374, a == 40> also il aa 



X 40 . 40. und X (a — 1) a === A 39 . 40^ «0 hat 
man nach Süfsmilchs Tabelle und dem Zinsfufse von 
4 Procent den Werth = 381. 10^0322 — 374.9j9484 
== 3822,2682 — 3720,7016 = 101,5666. 

Es ist Jedoch leicht vorher zusehen, dafs, wentf 
^ die Zahlung im Laufe des Jahrs^ und zwar von 
allen den^n, die dann noch Jeben, geschehen soll, 
der Unterschied des Werths gegen den zuletzt ge- 
fundenen nicht unbeträchtlich seyn könne. Da näm- 
lich in dem angeführten Beispiele A := 374, -^^ 
r= 367 und A A := 7 ist, so sind für ^ das erste 
Jahr nur 367*7 Rthlr. in. Rechnung gebracht, wo- 
gegen, wenn bey dfem ersten Todesfalle 373, l>ey 
dem 2ten 372 etc, gezahlt^ werdisn, allein für das 
erste Jahr, ohne Rücksicht auf die Zinsen, von allen 
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Inferefsenten zusammengenommeu 21 Hthlr. mehr zu 
zahlen sind« Soll nun bey jedem Sterbefalle sofort im 
Laufe des Jahrs von allen noch lebenden Mitglie- 
dern bezahlt werden^ so ist der haare Werth der 
Zahlungen des ersten Jahrs, über alle anfänglich 
vorhandene Interefsenten vertheilt, = . 

^^ /CA^4- (I - X) AA] •*" 



Ax.aA ^ dx AA^AA (i— X) An 
/""TT" T A J 



A ^ x^ A *' rt 

Wenn man integrirt und darauf x =z i setzt, so 

wird der obige Ausdruck = ' — r— . 

^ pr A 

Ä* * A A.A A 
in — -) V (§. 42- und 44- b> 

p r ü 

Auf die nämliche Weise erhält man den gegenwär- 
tigen Werth der Zahlungen des zweiten Jahrs = 
n AA aA^ * n^ AA^.a'a* 

+ C»r — — — ) 



pr . Ar * pr "^ Ar 

etc.; folglich wird der Werth für alle Jahre = 
iL A^ AA A^AA^ 

• / ^" ^ r AA.AA , AA^. AA^ 

^ ^ pr A V Ar 

-J- . .). Setzt man aber A — A^ anstatt AA, fer- 
ner A3 — Ai anstatt A A^ etc., so erhält man des 

gesuchten Werth ss -^ •« — ~]_^ ' (A A- + 

4 



n 


A 


pr 


— i 




A A 
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, + • nr <A» A* + 

• r ' . pr AA • ' 

r ' ' • ^ pr ' "• A A 

A* A« a a"" 



(A A + -:— ; + . -^ IT-T— X 

A A 

(AA»+ --^L^i~ + ..) + -;;^(AM* + 

A* . . • « — « ^ 

+ ..)= — (A . *(a — i> a — 



w« 



A.Xaa)+(«— — ~)CA+(i+r) A.laa — 

2 r A . i(a — I) a ]. ^ 

WeFndet man dieses auf das vorher angeführte 

/ 

Beispiel an und behält dabey r =: I^04> wo 






n* 



I,OI9869ttndjr =0»493S27 ist, so erhält 

man den Werth-= 1,019869 . 101,5666 + 
0,493527 (374 + 2,04.374.9>9484 — 2,08.381 X 
, I0»0322) t= 103,584 + ö,867* wo der erste Theü 
blofs der inl vorhergehenden §. angegebene Werth 
mit den augenblicklichen Zinsen^ der zweite Theil 
aber dasjenige mit Zinsen ist^ was fiir die Abge- 
henden an Anwartschaft mehr als vorher bezahlt 
werde« mufs, '. 

I 

$. I95. 
Der W^h einer Anwartschaft, so wie sie im 
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vorigen J. angegeben worden, nach der Hypothese 

des gleichmäfsigen Ahsterhens wäre sehr leicht zu 

finden. Wenn .nämlich der Werth für das Alter 

a und zwar zuerst auf ganze Jahre« gesucht wird, 

und die Altersergänzung, auch zugleich die Anfangs- 

zahl der luterefsenten = a ist, so ist, da in jedem 

Jahre I Interefsent abgeht, der gegenwärtige Werth 

t - a — I - 
einer solchen Anwartschaft = ( ■ + 



}• Diesjist aber=:Aa, 






d* h. dem Werth der Leibrente für das-Alter a nach 
der Hypothese des gleichmäfsigen Ahsterhens gleich. 
Es evgiebt sich dies auch schon daraus, datses einerley 
Werth geben mufs, ob die am !Endle jedes Jahrs 
noch lebenden Interelsenten jedes Jahrs jeder I Rth. 
empfangen, oder für den einen 'Abgehenden I Rth. 
bezahlen. 

Ex. Für das Älter von 40 Jahren ist nach der aus 
der SilTsmilchschen Tabelle genommenen Alterser- 
gänzungund dem Zinsfufse zu 4 Procent Aa zz I3?Ö760>. 
folglich wird der Werth der Anwartschaft, wenn' die 

Anfang$zahl der Interefsenteiiz:: 45,28 ist, zz. I3j0760« 
Wollte man dies auf* die im $• 194 angenommene 
Anzahl reduciren, so erhielte man den Werth =? 

-~r 13,0760 = 108,005. ' 

Soll der Abgang der luterefsenten in Terminen 
und zwar augenblicHlich geschehen, so ist, wenn 
die yerflofsene Zeit S5C x gesetzt wird, das Deere- 



s.. ' 
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ment des Augenblicks =: dz^ die 'Anzahl der Inte- 
refsenten^ welche j^den Augenblick I Rthlr. an d x 
zahlen^ = a — x, folglich der discontirte Werth 

der augenblicklichen Zahlung = -p 

und der baare W^iih der gesammten Zahlungen, 

auf alle Interefsenten vertheilt, ss / i 

-^ a rx 

welches wieder gleich dent V\''erthe der in augen« 

blicklichen Terminen zahlbaren Leibrente nach der 

Hypothese des gleichmäfsigen Absterbeüs ist« 

*Ex. Da die in augenblicklichen Terfi^inen nach 

der Hypothese zahlbare Leibrente für das Alter von 

40 Jahren £= 13^5702 ist> so ist dies zugleich der 

Werth der Anwartschaft, wenn wieder a die Au- 

fangszahl ist. Reducirt man den W«rth auf die 

Aniangszahl 374, so hat man • r— • 13,5702 = 

112,085. ^ * ■ 

, Anm/ Die beiden letzten $• §« zeigen im Allgemeinen, 
wie man zn rechnen haben würde, wenn eine GeseUscbaft, 
worin die bey jedem Todesfall zu zahlende Summe durch die 
Beiträge der Interefsenten aufgebracht wird, aufgehoben und 
das Intörefse der Mitglieder ausgemittelt werden sollte* Wenn 
andefsen das Alter der Mitglieder verschieden wäre, so war« 

'auch ihr^Interefse rerschieden, indem^ die alteren Glieder de* 
Wahrscheinlichkeit nach mehr empfangen als zühlen« und die 

' läerechnuDg würde dann noch weitläufiger ausfalle^» 

$. I96« 
Es sollen mehrere Faare^ bestehend aus einei; 
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Person rom Alter a und einet andern vom Alter b^ 
in eine fortwährende Gesellschaft zusammengetreten 
seyn mit der Verpflichtungy dafs so oft irgend eine 
Person aus^ der Gesellschaft stirbt^ am Ende des 
Jahrs, worin der Todesfall erfolgt, 1 Rth. bezahlt 
und diese Zahlung gleichmäßig von allen bestehen- 
den Paaren,' oder, falls eine Person davon schon ge- 
storben seyn sollte, von dem überlebenden Theilneb« 
mer aufgebracht werde; anstatt jedes ausgestorbenen 
Paars soll ein neues, ebenfalls vom Alter a und b, 
wieder leintreten und die Gesellschaft soll bereits in 
den Beharrungszustand gekommen seyn: man sucbt 
den Werth der Zahlung jedes Paars, Der Behar- 
rungszustand tritt erst dann ein, wenn die gröfste 
Altersergänzung, die zu A gehören und £= x seyn 
mag, abgelaufen ist. Dann ist, wenn die Zahl der 
. jedes Jahr eintretenden Paare ;:=: A B genommen 
wird, fortwährend die Anzahl der Personen A in 
der Gesellschaft, die Correction ungerechnet, t= 

B (Ai + AA -1^ AJl + . . .+ A-^) = B / A'^, 
die Zahl der Personen B in. der Gesellschaft aber 

c= A (B* + Ba + Bl +.. . + B— ) rs= A /B;i, 
und ^ie Anzahl aller Personen in der Gesellschaft 
ist = B / A'i -j- A /B'i. ' Von den Personen A 

X 

gehen jährlich abB(AA -f"AA*-|-««-|-2^ A ) 
£=, B Ay und von den Personen B sterben jährlich 

A (A B -f A B» + . . + A B ^), = AB. Ako- 
' ist das Maafs der jährlichen Sterblichkeit in.derGe- 
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Seilschaft 



AB 



B /A'A + A /Fi 

3 A B 3 



ABEa+ABEb Ea + Eb* ^«*«^*«J- 

so die Gesellschaft' beharrlich aus n Personen, so ist 

die jährliche Anzahl der Todesfälle = — .L?_ , 

Ea + Eb . 

und, da jedes Paar, so. lange eine Person davon lebJ^ 
' d. i. auf das längste Leben unter ihnen, bey jedem 

Todesfall — Rthlr., also jährlich -* - 

n ' E a + E b • 

Rth. Zählen soll, so ist dergegen-wärtigeWerth davon — 

"' Ea + Eb" ^^^ + ^b _ ^^a^b). 

. Ex. Es sey a = 40 und b =?2 50, so ist nach, 
Süfsniikhs Mortalitätstabelle und dem Zinsfufse von 

(Aa + Ab — ^ ab) = 



4 Procent 



Ea+Eb 



(13,1565 + 10,7961 — 



aa,64 + 16,95 
8,6531) = 0,772$. 

- Anm. Uebrigens gilt von Kafsenv dieser Art, die hin und 
vrieder vorkommen, dasjenige, was vorher $, 116 von ähnlichen 
Todcenkafsen für einzelne Interefsenten . angeführt worden» 



V ' 



V 
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-p- €5 — t4 v^o. anst. (3 fr)"* I. Of/i}'»; 
«.« 64 p.» 4 T» u. anst» rit— I 1^ iJ!-—! 

• •• r - , - 

.^ 67 .-*- 6t# u» anst» !♦ ■^— ♦ 

/ -1 r ~ 

— 75 — a y» u» anst» in 1» m» 

— 76- — * la V* o, anpt. mtei» l, nten^ 

— 78 -^ ^n u» anst* r"' im Nenner I. r* ; 

— 87 •— lO anst» giefst l, giehu 

-<v 88 — 4v»u»anst» r'* im Nenner !♦ r* ♦ 



'11 



— 125 — a V* u» anst» ■■■■■' 



lie$ 



A -4® — A* >4- 



Seite i46 Zeile la r« o» b^ch ^a setze ^Z^ 

, - '. —I 

— i5i — II anst» B^ !♦ B . 

— 187 — r 7 V» u» anst», Altern 1» jungem^ 

A* ^^ A« ^^ 

— 197 — a V» u» anst^ ~ 1* ^ — 

Seite 29g, 'Columne 5 Zeile 4 anst* 180 I* 108» 
Ebendas» Zeile 8 v. v* anst* 11 im Ncanerl» 184 

Seite 223 Zeile ^a t. ©♦ gnstt fi"~— ' KB'* 



:l 



Seite ai3 ZeU© 5 r» u» anst. B— » h Ä*.' 

— 5i4 — 5 V» ©♦ anst» B 1. B*- 

— aSf ^ 7 y» u^ anst^ JS (3o , 57) 1» E(ao »5;); 
^— a3a -^ 10 ^t o« anst* A* 1. ^ Jß-^ 

' — 334 — 13 a&8t» 1,45 1* i4,5* 

— a4t — S y. «♦ anit, £ l, B*» 

— a 

— a4a — 8, v* p. anst» ^. 1. AK 

-— 245 -^ 10, amt* n — n im Zähler h n -— i* 
•^ i46 — ■ 1 ai^t* a hintev dem Gleichheitazeiclie& 1« f ♦ 
--a47 — » anst. K* 1^ |S|. 

— a 

— aSr — • a ▼♦ v» «»»t» J9 h BK 

n — 1 n-^-r 

— a56 — 2hf(AA /AB ), 

' n— I \ n— 1 

— a5(> — i5hf{Ad — ^.^B > 

i^ 374 — I anst. B'""* h B'i. 

— 378 — 17 im Nenner anst. r* h r'» 

— ^ 396 in der ersten Columne Zeile 37 anst* So^^o I« 55*9oJ 

und Zeile 39 anst. 66.75 I. 60« 75«. 
Seite 33o Zeile 9 v. u» anst. B^ U B*-^* 

An einigen Stellen, z. B* S* 63, S» 73 etc»; wo zwey oder 
inehrere zusammengehörige Z^eileil abgebrochen werden mulsteii» 
sind dÄQ Fortscszungszeichen y yergofsen» 
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